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 ّاحذ ثبثل، گزٍّ آهبر ،داًؼگبٍ آساد اطلاهی ؛آسادٍ کیبپْر

 

 چکیذي

آيٌذٍ ثب  ۀُذگْيی هؼب پبراهتز ًبهؼلْم  يب پیغ ثزآّرد ای اس آهبر ثیشی ثَػبخَػٌْاى  ثیشی اطتْار ثَ ُبیرّع

طْر َ ث ثیشی اطتْار ُبیرّع اطتفبدٍ اس ثَ .پزداسدخبی يک تْسيغ پیؼیي يکتب هی ُبی پیؼیي ثَاس تْسيغ طیتؼییي کلا

در ايي ، ي هٌظْرذيث .اطت ػذٍتْخَ آيٌذٍ  همذار خظبرت گْيی حك ثیوَ ّ پیغ ثزآّردای ثزای  ػلْم ثیوَدرای گظتزدٍ

ثیشی  يبثیثزآّردثَ ، تْاى دّم خطبی ًبّردای همیبصُبی پیؼیي تحت تبثغ سيبى اس تْسيغدّ کلاص  ۀ، ثب ارائتحمیك

طبسی ّ ثب اطتفبدٍ اس تحلیل ػجیَ ثزرطیاًدبم ، ثب طپض. پزداسينآيٌذٍ هی همذار خظبرت گْيی حك ثیوَ ّ پیغ اطتْار

در پبيبى، حك  .پزداسيندطت آهذٍ هی ثَآيٌذٍ  همذار خظبرت ُبی ثیشی اطتْار يیگْ پیغ ۀای، ثَ همبيظگْيی دًجبلَ پیغ

حك ثیوَ ثیشی  حظبطیت ًظجی  طبسی،ػجیَاًدبم ثب  ّ ثزآّردآهیختَ پیؼیي ُبی تْسيغاس کلاص دّ  تحترا ثیشی  ۀثیو

 .کٌینهمبيظَ هیُبی پیؼیي کلاص ُب را در طپض آىرا هحبطجَ ّ 

 

 مقذمً

در ثظااایبری اس . پیؼااایي يکتاااب رّی ارااابی پااابراهتزی اطااات آهااابر ثیاااشی، اًتخااابة تْسياااغدر  ل اطبطااایئاس هظاااب

سياازا اطلاػاابت پیؼاایي اهلاات هااجِن ّ ُااز تْسيااغ پیؼاایي  ؛ُاابی ثیااشی، تؼیاایي تْسيااغ پیؼاایي کاابر دػااْاری اطاات تحلیاال

لَ، رّع ثیاشی ئُابی ارائاَ ػاذٍ ثازای اياي هظاحال يکای اس راٍ. اًتخبة ػذٍ تٌِب تمزيجی اس تْسيغ پیؼیي ّالؼی اطت

ثٌاذی ػااذم حتویاات هااذ ۀ هظاائلثظاایبر هِواای اس اطاتٌجبط ثیااشی ثاَ  ۀػٌااْاى ػابخ تحلیال ثیااشی اطااتْار ثاَ. تاطاتْار اطاا

ُابی ُاذ  اؿالی رّع. پزداسدخبی تْسيغ پیؼیي يکتب هی ُبی پیؼیي ثَاس تْسيغ اطلاػبت پیؼیي ثب تؼییي کلاص

خااْد گااْيی اطاات کااَ ًظااجت ثااَ ػااذم حتویاات ّ ػااذم ّ ياابثی ّ پاایغّردثزآُاابيی ثاازای حاال راٍ ۀثیااشی اطااتْار، ارائاا

 ّ ثزگاز [1] ، گاْد[3] راثیٌاش)تْاى ثَ گبهب هیٌیوابکض ُب هیتزيي ايي رّع اس هِن .اطلاػبت کبای حظبص ًجبػٌذ

هکشارطااکی ّ ) پبيااذارتزيي، ([5] ّ ثتاازّ ّ راگاازی [4]داص گْپتااب ّ اطااتْدى)، گبهااب هیٌیواابکض ػاازطی ([1]

ّ ريااْص  [3] سى ّ داص گْپتااب)، تأطااپ پظاایي گبهااب هیٌیواابکض ([7] ّ ثْراتیٌظااکب ّ هکشارطااکی [6] یسيلیٌظااک

ُب ثز اطبص ايي رّع. اػبرٍ کزد( [31] ُّوکبراى ًیکْلاص -آريبص)ّ حذالل حظبطیت ( [3] ُوکبراىّ ايٌظْآ

 .ظتیز لبثل ثزرطی ًُبی ديگُب ثز رّعػًْذ ّ ثزتزی ايي رّعلَ هؼزای هیئُبی هتفبّت ثَ هظًگزع

   ُبی پیؼیي تْسيغ گبهب، حك ثیوَ ثیشی اطتْار، کلاص تْسيغ، همذار خظبرت گْيی  پیغ :ٌبی کلیذیواژي

 3/33/31پذيزع                     34/5/31دريبات 
*

 nematollahi@atu.ac.ir                  وویسىذي مسئول
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 ؛اطتهزثْط ثَ ُز رػتَ آيٌذٍ  همذار خظبرت ثیٌیّ پیغ ثیوَثیوَ، تؼییي حك ػلْم  اطبطی در هظبئلاس 

ُب ًبهَُبيی اطت کَ اس طزيك ؿذّر ّ ازّع ثیوَثیوَُبی ثیوَ، حك تزيي هٌبثغ درآهذ ػزکت سيزا يکی اس هِن

حك ثیوَ  ۀهحبطج در يک اؿل .آّرددطت هی طْسی، ثبرثزی ّ اتْهجیل ثَُبی هختلپ اس لجیل آتغدر رػتَ

ُبی کبرثزدی، حك در هْلؼیت. دُذاختـبؽ هی ، يک ػذد حمیمیهمذار خظبرتت اطت اس تبثؼی کَ ثَ ػجبر

همذار  گیزين کَ در آى تْسيغ حبلتی را در ًظز هی. اطت ، هؼلْمهمذار خظبرت ثیوَ ثب ازف هؼلْم ثْدى تْسيغ 

 . دُینًؼبى هی P(θ) ػْد ّ حك ثیوَ را ثبهؼخؾ هی θ ثب پبراهتز ًبهؼلْم خظبرت

آيٌذٍ ّخْد  همذار خظبرت گْيی يب پیغ P(θ) حك ثیوَ ثزآّرد هٌظْر هختلفی ثَُبی رّع در ادثیبت تحمیك

تحلیل ثیشی اطتبًذارد در ثظیبری اس . گْيی ثیشی اطت يبثی ّ پیغثزآّردُب، تزيي رّعرايحيکی اس . دارد

ّ  [31] ، ُیلوي[33] اى ثَ آيشًِبّر ّ ُوکبراىتْاطت، کَ اس آى خولَ هی ػذٍکبرثزدُبی ػلْم ثیوَ اطتفبدٍ 

 ای، هؼوْلاا  ُبی ثیوَ ثٌذی سيبى ًبػی اس خظبرتُبی ثیشی ثزای هذ در تحلیل. اػبرٍ کزد [31] دًیش -گْهش

ُبی ثیشی، تؼییي تْسيغ در ثظیبری اس تحلیل. گیزدهحمك يک تْسيغ پیؼیي رّی اربی پبراهتز در ًظز هی

اطلاػبت پیؼیي در هْرد  ۀدٌُذکَ اًؼکبصرا تْاى يک تْسيغ پیؼیي يکتب دلیمبا ًویت ّ پیؼیي کبر دػْاری اط

 ۀدُ در دّ  اطت کَ اطتْارثیشی  رّع اطتفبدٍ اس ،رّع هؼوْ . دطت آّرد پبراهتز هذ  هْرد ًظز اطت ثَ

کبر گزاتَ ػذٍ  يٌذٍ ثَآ همذار خظبرت گْيی  حك ثیوَ ّ پیغ ثزآّردای در ػلْم ثیوَ ثزای طْر گظتزدٍ ثَ اخیز،

، [33]، [33]، [37]، [31]، [31] دًیش ّ ُوکبراى -، گْهش[31] ثزای هثب ، ريْص ّ ُوکبراى ؛اطت

يبثی ثیشی اطتْار حك ثیوَ ثزآّردُبی تْاى دّم خطب ّ لايٌکض، ثَ ثب اطتفبدٍ اس تبثغ سيبى [11] ثْراتیٌظکب

  .زداختٌذآيٌذٍ پ همذار خظبرت گْيی  ّ پیغ P(θ)ًبهؼلْم 

اگز . پبراهتز هکبى هٌبطت ُظتٌذ ثزآّردُبی سيبى تْاى دّم خطب ّ لايٌکض پبيبی هکبى ُظتٌذ ّ ثزای  تبثغ

آى هٌبطت  ثزآّردثزای  ُبی سيبى هذکْر گبٍ تبثغ ثبػذ، آى θ پبراهتز همیبص تبثؼی خطی اس P(θ)حك ثیوَ 

کَ )يبثی حك ثیوَ ًبهؼلْم ثزآّردخطبی ًبّردای همیبص ثَ  ثب اطتفبدٍ اس تبثغ سيبى تْاى دّم تحمیكدر ايي . ًیظتٌذ

گزُب ّ ثزآّرد. پزداسينآيٌذٍ هی همذار خظبرت گْيی ّ پیغ( خطی اس پبراهتز همیبص هذ  گبهب اطت یتزکیج

هیٌیوبکض گبهب گُْبی پیغ
3
 (GM)گبهب هیٌیوبکض ػزطی ،

1
 (CGM) ،پبيذارتزيي

1
 (MS)،  تبطپ پظیي گبهب

هیٌیوبکض
4
 (PRGM ) ّحذالل حظبطیت

1
 (LS) َنآّريدطت هی را تحت هذ  گبهب ث . 

ثیشی ّ ثیشی  گزُبیثزآّرد ،حك ثیوَ ۀ، رّع هحبطجحك ثیوَ ۀاثتذا تؼبريپ ّ هفبُین اّلیدر ايي همبلَ 

گزُبی ثزآّردطپض حك ثیوَ، . کٌین ثیبى هی را حك ثیوَ تحت تبثغ سيبى تْاى دّم خطب ًبّردای همیبص اطتْار

 چٌیي ُن. ينآّر هیدطت  ثَرا  تحت تبثغ سيبى تْاى دّم خطب ًبّردای همیبص در هذ  گبهب ثیشی اطتْارثیشی ّ 

 .آيٌذدطت هی ثَ هذ  گبهبدر  همذار خظبرتثیشی اطتْار  ثیشی ّ گُْبی پیغ

3. Gamma Minimax           1 . Conditional Gamma Minimax .1               Stable 

.4  Posterior Regret Gamma Minimax               1. Least Sensitive 
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گُْبی ثیشی ّ ثیشی  پیغ ۀيظای، ثَ همبگْيی دًجبلَ طبسی ّ ثب اطتفبدٍ اس تحلیل پیغػجیَ ثزرطیثب اًدبم  طپض

 ُوۀکَ يکی ػبهل را آهیختَ ُبی پیؼیي تْسيغ اس کلاصدّ در پبيبى،  .پزداسينهی آيٌذٍ همذار خظبرت اطتْار

حك  اثتذا ،ُبلاصدر ايي ک .گیزيندر ًظز هی ُبی پیؼیي تک هذی اطت،ُبی پیؼیي ّ ديگزی ػبهل تْسيغتْسيغ

را هحبطجَ  آى حظبطیت ًظجیحذّد تغییزات حك ثیوَ ثیشی ّ طبسی، ػجیَطپض ثب . کٌینهی ثزآّردرا ثیوَ ثیشی 

  .کٌینهیهمبيظَ  َ ػذٍياارکلاص  دّدر ّ 

 حق بیمً برآوردو  ًمحبسب

گاز در پازداسد تاب ثیواَگاز هایثیواَ ثاَ ثبثات خزياذ ثیواَ( هؼاتزی) گاذار حك ثیوَ ػجابرت اطات اس هجلغای کاَ ثیواَ

 اگاز. اطبطای در ؿاٌؼت ثیواَ اطات هظابئلتؼییي آى اس ذ ّ کٌؿْرت ّلْع حبدثَ، خظبرت ّاردٍ ثز اّ را خجزاى 

طْر هٌبطجی تؼییي کازد،  تْاى حك ثیوَ را ثَ یهؼخؾ ثبػذ ه... طْسی ّخظبرت ّالغ ػذٍ در اثز تـبد ، آتغ

 .ّالؼی را تب حذّد سيبدی خجزاى کٌذ همذار خظبرت کَ طْری ثَ

يب هیشاى سيبى ياک  همذار خظبرت  :ػْدثٌذی هیهذ  ؿْرت ذييحك ثیوَ ث ۀهخبطزٍ، رًّذ هحبطج ۀدر ًظزي

Xهتغیز تـبدای یوَ در يک دّرٍ ثبلزارداد ث  ػْد کَ دارای تبثغ چگبلیهؼخؾ هی f(x│θ)   َّاثظاتَ ثا

پبراهتز ًبهؼلْم   θ ثزای آى تْسيغ پیؼیي ّ اطت (θ)π حاك  ۀهحبطاج در ياک اؿال .ػاْددر ًظز گزاتاَ های

. دُاذهای اختـابؽ را حمیمای یػاذد X کاَ ثاَ هماذار خظابرت P هبًٌذ ػجبرت اطت اس تبثؼی( [31] ُیلوي)ثیوَ 

P ّR  →L:R (ُابیػوال) ُبیتبثغ ُوۀ ۀهدوْػ X ّ D همذار هؼبُذٍ ػذٍ x ازف کٌیذ
2

تابثغ سيابًی ثبػاذ کاَ  

)ثاَ ُاز , ) Rx P  2
 xدر هْاخِاَ ثاب پیؼابهذ P  گاز ثبثات اًتخابة ػوالکاَ ثیواَ دُاذرا اختـابؽ های ، سيابًی

Pًظاجت ثاَ E[L(X,P)] سيبى هاْرد اًتظابرکزدى  حذاللب ث P (θ) حك ثیوَ .پزداسد هی D ػاْدهحبطاجَ های. 

در ًظاز  ؿاْرت ذييثا راتابثغ سيابى تاْاى دّم خطابی ًابّردای همیابص اثتاذا  حك ثیواَ ۀثزای هحبطج در ايي همبلَ،

 :گیزينهی

( , ) ,
P

L X P
X

 
  
 

2

1                                                   (3)  

ايي تبثغ سيبى تبثؼی هتمبرى ّ اکیذاا هحذة اس 
P

X
  ۀهیٌیون يکتب در ًمط ۀّ دارای ًمط  1 اطت .

 :آيذدطت هیثَؿْرت ذيير ثبهْرد اًتظ ۀهخبطز

[ ( , ) | ] [ | ] [ | ]E L X P P E PE
XX

    2
2
1 11 2                        (1)  

ؿْرت  ذييث(  3)تحت تبثغ سيبى  P ًظجت ثَ (1) هْرد اًتظبر ۀهخبطزکزدى  حذاللاس طزيك  P (θ)حك ثیوَ 

 :آيذدطت هیثَ

[ | ]
( ) .

[ | ]

X
E

P

E
X








2

1

1
                                                     (1)  
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 پاوُّغ،در اياي . هؼلاْم ثبػاذ X تْسياغ رّد کاَکابر هایحاك ثیواَ، امام سهابًی ثاَ ۀضح اطت کَ اؿل هحبطجّا 

ّ پاابراهتز همیاابص  دارای تْسيااغ گبهااب ثااب پاابراهتز ػااکل هؼلااْم  θ ّ ثااَ ػاازط همااذار خظاابرت Xکٌین  ااازف هاای

 :ؿْرت ثبػذ  ذييثب تبثغ چگبلی احتوب  ث  θ ًبهؼلْم

 ( | , )     ,    ,    ,   .
( )

x

f x x e x 


   
 


   



11 0 0 0                       (4)  

 :ػجبرت اطت اس (1)ثزای هذ   P (θ) حك ثیوَ( 1) ۀثب اطتفبدٍ اس راثط  ؿْرت  در ايي

( ) / ( )
( ) ( )

( ) / ( )
P u

  
   

  

  
   
   2

1 2
2

 

uکَ در آى   2 ّ َحك ثیو (θ)P خطی اس پبراهتز همیبص ًبهؼلْم یتبثؼ θ   در ًظز گزاتي  .اطت( 1)هذ

همذار  ّ ،سيبد ُبی کْچک همذار خظبرت سيزا ػولاا  ؛اطتهؼمْ  X  همذار خظبرت تْسيغ گبهب ثزای

 ۀلئهظ. هٌبطت اطت X راطت اس ًْع گبهب ثزای  ثَچْلَ  تْسيغ ،رُّویي اس ، اطت کن ُبی ثشرگ خظبرت

هبًٌذ تْاى دّم خطب، ًوبيی ّ لايٌکض در ادثیبت تحمیك  ،سيبى ُبی تبثغتحت ثؼری  P(θ)حك ثیوَ  ثزآّرد

پبراهتزُبی هکبًی هٌبطت  ثزآّردسيبى ثزای  ُبی تبثغايي (. [33] دًیش -ّ گْهش[ 31] يُیلو)اطت  ػذٍثزرطی 

يبثی هٌبطت دّرآسيبى اْق ثزای ثز ُبی تبثغگبٍ ثبػذ آى θ خطی اس پبراهتز همیبص یتبثؼ P(θ) حب  اگز. ُظتٌذ

در ؿْرت  ذييی همیبص را ثتبثغ سيبى تْاى دّم خطبی ًبّردا حك ثیوَ ًیش ثزآّردثزای  هٌظْر ثَ ايي. ٌذًیظت

 :گیزين ًظز هی

( ( ), ) ,
( )

P
L P P

P




 
  
 

2

1                                             (1)  

 . اطت( 5)تحت تبثغ سيبى  X هؼبُذٍ ػذٍ همذار خظبرت ثز اطبص  P(θ)اس  ثزآّرديک  P کَ در آى

 حق بیمً  بیسی برآورد. 1

)ًبهَ،ثیوَ ُبی لجلی رٍطْ  دّدر  همذار خظبرت اگز اطلاػبت ,..., )n
nx xx  گز بر ثبػذ، ثیوَ، در اختی1

ۀ ًوًْ
n

x حك ثیوَ ًبهؼلْم  ثزآّردرا اختیبر کزدٍ ّ اس ايي اطلاػبت ثزای  در گذػتَ همذار خظبرت اس(θ)P 

آى حك ثیوَ ثیشی  ۀّطیل اطت کَ ثَ P(θ)ْم حك ثیوَ ًبهؼل ۀُبی هحبطجاس رّعيکی رّع ثیشی  .کٌذاطتفبدٍ هی

 .کٌذهیحذالل ْخَ ثَ تْسيغ پظیي کَ سيبى هْرد اًتظبر را ثب تػْد تؼییي هیػٌْاى همذاری  ثَ

,ام،iطااب   همااذار خظاابرت Xi ااازف کٌیااذ ,...i 1 2 ّ, ,...X X1 ُاابی تـاابدای ّ ار خظاابرتهمااذ ای اسدًجبلااَ 2

( ,..., )
n

X XnX ,چٌاایي ااازف کٌیااذ  ُاان. ثبػااذ 1 ,...X X1 اس ُاان هظااتمل ّ          θ ػاازط ثااَطااْر تـاابدای  ثااَ 2

Pثاز اطابص( 1)را تحت تابثغ سيابى  P(θ)خْاُین هی. تْسيغ ثبػٌذُن D کٌاین، کاَ در آى ثازآّرد D ۀوْػاهد 

کازدى حاذالل ثاب  P(θ) حاك ثیواَ ثیاشی. ُاب، هْخاْد ّ هتٌابُی اطاتآى ۀگزُبيی اطت کَ تابثغ هخابطزثزآّردتوبم 

 :آيذهی  دطت ثَ ؿْرت ذييپظیي ث ۀهخبطز
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( , ) [ ( ( ), ) | ]
n n

P E L P P   X x  

[ | ] [ |
( )

,
(

]
)

n n
P E PE

PP 
 x x

1 12 2 12                 (1)  

ػجبرت  P(θ) ۀحك ثیوثیشی  ثزآّرد( 1) ۀب اطتفبدٍ اس راثطث. [31] ػْدثیشی حك ثیوَ ًبهیذٍ هی ثزآّردکَ 

 :اطت اس

[ | ]
( )

( ) .

[ | ]
( )

n

n

n

E
P

P

E
P

 





x

x

x2

1

1
                                                    (7)  

,،iXخظبرات  همذارازف کٌیذ  ,...,i n1 ديگز هظتمل ّ دارای تْسيغ گبهب ثب پبراهتز  اس يک ػزط ، ثَ 2

ّارًَّ ثب پبراهتزُبی  گبهبی پیؼیي تْسيغ. ثبػٌذ( 1)ثب تبثغ چگبلی  θّ پبراهتز همیبص ًبهؼلْم  ػکل هؼلْم 

  ّ،( , )IGamma   1
 :گیزينؿْرت در ًظز هی ذييث را ثزای پبراهتز، 

, ( ) ,    ,    ,  ,
( )

e




  


    

 




   
 1 0 0 0                    (3)  

ثااَ ػاازط  ؿااْرت تْسيااغ پظاایي در ايي
n nX x َدارای تْسيااغ گبهاابی ّارًّاا ،( , )IGamma a b1  ثااب

aپبراهتزُبی  n    ّ

n

i

i

b x 


 
1

ػجبرت ( 7) ۀاس راثط( 1)حك ثیوَ ثیشی تحت تبثغ سيبى . اطت 

  :اطت اس

( ) / ( ) ( ) ( )
( ) .

( ) / ( ) ( )

n a a b b bu
P

a aa a b

  



    
  

    
x 2 2

1 2 2
1 12 2

                   (3)  

  بیسی استوار حق بیمً  برآورد. 2

کَ اطلاػبت هْخْد، اهلت ثزای خب اس آى. کبر دػْاری اطت ُبی ثیشی، تؼییي تْسيغ پیؼیيدر اهلت تحلیل

تْاًذ ثب در ًظز اطلاػبت پیؼیي هی حتوی ًجْدىؿْرت دلیك در اختیبر ًیظت،  تؼخیؾ يک تْسيغ پیؼیي ثَ

ُبيی کَ  ئَ رّعدر چٌیي هظبئلی، اطتٌجبط ثیشی اطتْار ثب ارا. ػْدُبی پیؼیي ثزرطی اس تْسيغگزاتي کلاص

 . ػْد هیًظجت ثَ اطلاػبت ًبکبای در تْسيغ پیؼیي اطتْار اطت، اطتفبدٍ 

ثیبى ػذٍ  در هذ  گبهبآى را را  تؼزيپ ّ طپض  P(θ) گزُبی ثیشی اطتْار حك ثیوَثزآّرددر ايي ثخغ، اثتذا 

 .آّريندطت هی ثَ  (1)در 

گز ّثزآّرديک  P ُبی پیؼیي،ْسيغکلاص ت ازف کٌیذ .1تعریف   , P پظیي دادٍ ػذٍ در  ۀهخبطز

 .ثبػذ( 1)

گزثزآّرد .الف
CGM

P 
 گز گبهب هیٌیوبکض ػزطی گْيین ُزگبٍ ثزآّردرا 

sup ( , ) inf sup ( , ). 
CGM

P DP P         
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ػزط هؼبُذات، سيبى هْرد اًتظبر پظیي  ذ، ثَآيکَ اس ًبم آى ثزهی چٌبى ػزطی، هیٌیوبکض گبهب گزثزآّرد

( , )P  را در کلاص کٌذهی حذالل  . 

گزثزآّرد  .ة
MSP 

 گْيین ُزگبٍ پبيذارتزييگز ثزآّردرا 

( ) inf ( ),MS
P Dr P r P   

)کَ در آى  ) sup ( , ) inf ( , )r P P P       پظیي در  ۀًْطبى تبثغ هخبطزP  ّگز ثزآّرد

پبيذارتزيي
MSP  اطتايي ًْطبى  ۀکٌٌذحذالل     . 

گزثزآّرد  .ج
PRGMP 

 گز تأطپ پظیي گبهب هیٌیوبکض گْيین ُزگبٍثزآّردرا 

sup ( , ) inf (sup ( , )),PRGM
P DR P P R P P 

      

)ى کَ در آ , ) ( , ) ( , )R P P P P       گزثزآّردتأطپ اًتخبةP  گز ثیشیثزآّرددر همبثلP
 

گزثزآّرداطت ّ 
PRGMPايي همذار را در کلاص ، کٌذهی حذالل      . 

گزثزآّرد  .د
LSP 

 گز ثب حذالل حظبطیت گْيین ُزگبٍثزآّردرا 

( , ) ( , )
sup inf (sup ).

( , ) ( , )

LS

P D

R P P R P P

P P

 

     


   

)خطبی ًظجی سيبى هْرد اًتظبر گز حذالل حظبطیت،ثزآّرد , )P   َگزثزآّردرا ّلتی کP َخبی  را ث

Pگز ثیشیثزآّرد
 .کٌذهیحذالل گیزين، ر ًظز هید

، ازف کٌیذ کَ تْسيغ پیؼیي، دلیمبا هؼلْم ًجبػذ ّ دّ P(θ) گزُبی ثیشی حك ثیوَثزآّرددطت آّردى  ثزای ثَ   

 :گیزيندر ًظز هی ؿْرت  ذييث θُبی پیؼیي ثزای کلاص اس تْسيغ

,

,

{ , [ , ] ,   },

{ , [ , ] ,   },

R

R

 

 

     

     





     

     

0

0

1 1 2 0

2 1 2 0

0

0
                               (31)  

ايي  ثز اطت، ثٌب ؿؼْدی اس  یتبثؼ bچْى. همبديز هؼلْم ُظتٌذ 0، 1، 2، 0، 1 ّ2ر آى کَ د

اگز ,   1 گبٍآى ،2 ,b b b 1 )، کَ در آى2 )
n

j i j j

i

b x b 


  
1

 ،,j 1   a طْر هؼبثَ ثَ. 2

ايي اگز  ثز ، ثٌباطت aؿؼْدی اس ی تبثؼ ,   1 گبٍآى ،2 ,a a a 1  :، کَ در آى2

( )j j ja n a      ، ,j 1 2. 

ّ کلاص ( 1)در هذ  گبهب تحت تبثغ سيبى حك ثیوَ  PRGM, MS, CGMّ LS  گزُبیثزآّردسيز  ۀدر لری   

1 َآّرينهی دطت را ث . 

,ازف کٌیذ. 1قضیً ,...X X1 اس ُن  هظتمل ّ  θُب ثبػٌذ کَ ثَ ػزط همذار خظبرت ای اسدًجبلَ 2
iXَػزط  ُب ث

θ  دارای تْسيغ گبهب ثب پبراهتز ػکل هؼلْم  پبراهتز همیبص ًبهؼلْم ّθ  ّ1  کلاص پیؼیي ثزایθ در . ثبػذ

ثب ُن ثزاثز ّ ( 1)تحت تبثغ سيبى  P(θ) حك ثیوَثزای  PRGM, MS, CGMّ LS  ُبیثزآّرد ؿْرت ايي

 :ػجبرتٌذ اس
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( ) .
( )( )

n bb u
P

b b a
 

 
x

1
1 2

1 2

2
1

 

 1پیؼیي در کلاصتبثغ چگبلی  :ثببتا 
 ۀهخبطز ، CGM گزثزآّردآّردى دطت ثزای ثَ. دُینًؼبى هی bرا ثب

 1پظیي 
 :آّرين، کَ ػجبرت اطت اسدطت هیثَ( 1) ۀرا اس راثط

 
 

, .b

P a a Pa
P

bub u
 


  

2

2 2
1

2 1                                (33)  

 کَثب تْخَ ثَ ايي

( , ) ( )b P P a a aP

u ub b b

   
 



2

3 22
2 1 2

 

 ّ
( , ) ( )b P P a a aP

b b bu u

  
 



2

2

2

2 4 3
6 1 4

  

ايي  ثز ثٌب ,b P  َػٌْاى تبثؼی اس  ثb  هحذة ًیظت، اهب در
( )

min

P
b

a

u




1
 

. داردهیٌیون يکتب  ۀًمط

)تبثغ  ) ( , ) ( , )b bl P P P    
1 2 

P ّتبثؼی پیْطتَ اس l P 0 اطت اگز ّ تٌِب اگز 

*.
( )( )

bb u
P P

b b a
 

 

1 2

1 2

2
1

 

 :دارين ايي ثز ثٌب 

                   

*

*
[ , ]

( , )  
sup ( , )

( , ) .

b

b
b b b

b

P P P
P

P P P

 
 

 

 
 



1

1 2 2

 

)کٌیذ کَ تْخَ  , )b P   يک تبثغ اکیذاا هحذة اس ( 33)درP اطت ّ هیٌیون خْد را درb
bu

P
a




1
 

 چْى. کٌذاختیبر هی
*b bu

P P
a


 


1 1

1
، پض ثزای 

*P P،
*

*inf ( , ) ( , )b b
P P

P P   



1 1

-ثَ. اطت

ػلاٍّ، چْى
*b b u

a
P P


 


2 2

1
، پض ثزای

*P P،
*

*inf ( , ) ( , )
P

b
P

bP P   



2 2

ايي  ثز ثٌب. اطت

 :دارين

[ , ]

* *inf sup ( , ) ( , ) ( , )b b b
P D b b b

P P P     
 

 
1 2

1 2

 

 دُذکَ ًتیدَ هی

*( )
( )( )

CGM n bb
P

b b

u
P

a
  

 
x

1
1 2

1 2

2
1
. 

infاثتاااذا  MSگاااز حاااك ثیواااَ ثزآّردثااازای ياااباتي     ( , )b P


 
1

کاااَ  ثاااب تْخاااَ ثاااَ اياااي. کٌاااینهحبطاااجَ هااایرا  

inf ( , ) ( , )
minb b

a
P P

a
   


  

1
1

1
 :ايي دارين ثز ًیظت، ثٌب Pتبثؼی اس  

inf sup ( , ) inf ( , )] inf sup ( , ) { },[
P D P D

a
P P P

a 

     
   

   
11 1

1
1
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دُذ کَ ًتیدَ هی
MS CGMPP 
1 1

 . 

گز ثیشی ثزآّردپظیي  ۀهخبطز کبای اطت PRGM ّ LS گزُبی حك ثیوَثزآّرد يباتي ثزای   

( )b n bu

a
P





x
1

)را هحبطجَ کٌین کَ ثزاثز اطت ثب  , )b
b

a
P

a

   


1
1

پظیي  ۀچْى هخبطز. 

)گز ثیشی حك ثیوَ ثزآّرد , )b
b P

  ثَ پبراهتزb گزُبی حك ثزآّرد 3ثز تؼزيپ  ثظتگی ًذارد، ثٌب

ثیوَ
PRGMP1  ّ

LSP1 طبى ّ ثزاثز ثب  يک
CGMP1 ُظتٌذ . 

دطت   ثَ 2ّ کلاص ( 1)در هذ  گبهب را تحت تبثغ سيبى ثیوَ حك   CGM ّMS گزُبیثزآّردسيز  ۀدر لری

 . آّرينهی

,ازف کٌیذ .2قضیً  ,...X X1 ُب ثَ iXهظتمل ّ  اس ُن θُب ثبػٌذ کَ ثَ ػزط همذار خظبرت ای اس دًجبلَ 2

. ثبػٌذ θکلاص پیؼیي ثزای  θ ّ2، پبراهتز همیبص ًبهؼلْم اهتز ػکل هؼلْم دارای تْسيغ گبهب ثب پبر θػزط 

)ثزای حك ثیوَ MS ّCGMُبی ثزآّردؿْرت  در ايي )P   ًذ ثبتزتیت ثزاثز ثَ( 1)تحت تبثغ سيبى: 

 
( ) ,MS n bu

a a
P 

 
x

2
1 2

2
1

 

 

)
( ,

( )
(

)

a n
CGM n

MS n

aP

a
P

P

a

a







 
 

 

x
x

x
2

2

1
2 1

2 1

1

1
 

)کَ در آى  ,) ,    ai

i

n bu
i

a
P


 


x 1 2
1

 .اطت 

 2پیؼیي در کلاص تبثغ چگبلی : ثببتا
( 33)پظیي  ۀ، هخبطزMSثزای يباتي حك ثیوَ. دُینًؼبى هی aرا ثب

 :کٌینؿْرت ثبسًْيظی هی  ذييرا ث

( )
( , )      

           [ ( )]

a

P

u

P

P

a a Pa
P

bub

bu
A

b u
a

 


  

   

2

2

2

2
2

2 2

1 21

1
2

                                      (31)  

کَ در آى 
b

A
b

P u

Pu

 
   

 
2

22

2
11
2

 کَاييثب تْخَ ثَ .
( , )

( )a P P b
a

a b

u

Pu

   
     

2

2

2
2 1

2
  ّ

( , )a P P

a b u

 
 



2 2

2 2 2
2 )ايي  ثز ، ثٌب0 , )a P   َتبثؼی اکیذاا هحذة ًظجت ثa هیٌیون  ۀّ دارای ًمط

min ۀيکتب در ًمط

b

P

u
a  

1
2

aازف کٌیذ . اطت  
aa 

 1 2

2
)چْى .  , )a P  ّثز حظت  تبثؼی درخَ د

a ايي  ثز اطت، ثٌب(., )P ۀثز ثبس [ , ]a a1 minaحذالل ًْطبى در  2 a در ًتیدَ دارين. را دارد: 

,
MS

bu a a

P


 

2

1 21
2 2
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ػْد  کَ ثب حل تظبّی اْق ًتیدَ هی
MS bu

a
P

a
 

 2
1 2

2
1

. 

گیزين کَ تبثؼی اکیذاٌ هحذة را در ًظز هی( 31)پظیي  ۀاثتذا هخبطز حك ثیوَ،CGM گزثزآّرد ثزای يباتي

)تبثغ . اطت aاس  ) ( , ) ( , )a al P P P    
21

اطت  Pکٌین کَ يک تبثغ پیْطتَ ًظجت ثَ را تؼزيپ هی 

)ّ دارين  )l P 0   اگز ّتٌِب اگز
MSbu

P P
a a

 
  2

1 2

2
1

 :ايي دارين ثز ثٌب. 

           
[ , ]

( , )
sup ( , )  

.
 

  ( , )  

MS
a

a MS
a a a

a

P P P
P

P P P

 
 

 






 
 

2

2

2

1

1 2

 

چْى 
a abu

P
a

u

a

b
P

 
  

 
2 1

2 11 1
 :ُب را دارينحبلتايي . اطت 

aاگز . 3 MSP P



2

aکَ هؼبد  ثب ًبهظبّی  1 a 2 1  گبٍ  اطت، آى  1

[ , ]

inf sup ( , ) ( , ).a

MS a a
P P a a a

P P


   


 

 1
1

1 22

 

aاگز .1 aMSP P P
 

 2 1
2

aکَ هؼبد  ثب ًبهظبّی   a 2 1  گبٍ اطت، آى  1

[ , ]

inf sup ( , ) ( , ) ( , ).
MS

MS MS
a a a

P P a a a

P P P     


 
 

 
2 2 1 2

1 22

 

 :ػْد ًتیدَ هیثبلا ُبی ايي، اس حبلت ثز ثٌب

[ , ]

( , )
inf sup ( , )     

( , ) ( , ) ,

a

a

a
MS MSP D a a a

a a

P a a
P

P P a a


 

 
    

 

  
 

  

1
1

1 2
1 2 2 2

2 1

2 1

1

1
 

 دُذکَ ًتیدَ هی

)
( ,

( )
(

)

a n
CGM n

MS n

aP

aP

a
P

a







 
 

 

x
x

x
2

2

1
2 1

2 1

1

1
 

aکَ ًبهظبّی ثب تْخَ ثَ ايي MSPP



2

aهؼبد  ثب ًبهظبّی  2 a  2 1 aاطت ّ ثزای  1 a 2 1 1  

 . ػْدگبٍ ثزلزار ًیظت، اثجبت کبهل هی ُیچ

ػٌْاى  تؼلك دارد ثَ 2ثَ کلاص  θّلتی تْسيغ پیؼیي حك ثیوَ  PRGM ّ LS گزُبیثزآّرد ۀهحبطج. 1پیبمذ

 . هبًذثبس ثبلی هی ۀهظئل

 حق بیمً برآورداوواع دیگر . 3

حاك  ۀثازای هحبطاج ، اثتاذاطابسی اًدابم دُاینهیٌیون ۀحك ثیوَ، ثبيذ دّ هزحلثیشی  ثزآّردآّردى  دطت ثزای ثَ

طابًی در ُاز دّ  سيابى ياک ُابی تبثغَ لاسم ًیظات کاَ اس الجتا. حاك ثیواَثیاشی  ثازآّرد ۀض ثازای هحبطاجثیوَ ّ طاپ

iL ،,...,iسيبى  ُبی تبثغدر ايي ثخغ، اثتذا . هزحلَ اطتفبدٍ کٌین 1 کابر  دطت  آّردى حك ثیوَ ثَ ، را ثزای ث5َ
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تؼاذادی اس . آّريانهای دطت را ثَحك ثیوَ  ثیشی ّ ثیشی اطتْار ُبی ثزآّرد، (1)ثزين ّ طپض تحت تبثغ سيبى هی

)اًْاع حك ثیوَ )P اًاذ، ػجبرتٌاذ دطات آهاذٍ ثَ (1) گبهب ُبی هؼخؾ ّ هذ سيبى کَ در ادثیبت تحمیك تحت تبثغ

 :  اس

)تحت تبثغ سيبى( الپ , ) ( )L x P x P  2
  :، حك ثیوَ ثزاثزاطت ثب1

( ) .( | )P E X u    1 1                                        (31)  

)تحت تبثغ سيبى  )ة , ) ( )L x P x x P  2
  :، حك ثیوَ ثزاثزاطت ثب2

( | )
( ) ( )

( | )
.

E X
P u

E X




     

2

2 21                            (34)  

)تحت تبثغ سيبى )ج , ) (ln ln )L x P x P  2
 :، حك ثیوَ ثزاثزاطت ثب3

(ln | ) ( )) .( E XP e e u      3 3                              (35)  

کَ در آى 
( )

( )
( )


 







تبثغ دی گبهب 

3
 .اطت 

)تحت تبثغ سيبى  (د , ) ln
x x

L x P
P P

  4  :، حك ثیوَ ثزاثزاطت ثب1

( ) .( | )P E X u    4 4                                    (36)  

خطی اس  یتبثؼ حك ثیوَ ثزآّرد ُب ػْد کَ در ُز يک اس حبلتهؼبُذٍ هی( 36)تب ( 31)ُبی ثب تْخَ ثَ راثطَ

 . اطت θًبهؼلْم همیبص پبراهتز 

)گزُبی ثیشی ّ ثیشی اطتْارثزآّرد ۀثزای هحبطج .2پیبمذ  ) iP u ،,...,i 1 (  31)-(31)دادٍ ػذٍ در  4

iu ،,...,iرا ثب  u،  1ّ 3ی ُبکبای اطت  در لریَ 1  .گشيي کٌین خبی 4

 

 مقذار خسبرت گویی بیسی و بیسی استوار  پیش

 ۀاتْهجیاال، ثیواا ۀُاابی هختلااپ ثیوااَ هبًٌااذ ثیوااهٌظااْر تؼیاایي هٌبطاات حااك ثیوااَ در رػااتَ ُاابی ثیوااَ، ثااَػاازکت

 . پزداسًذآيٌذٍ هی همذار خظبرت گْيی  توب  ّرػکظتگی ّهیزٍ ثَ پیغکبرگزی، اح

nXآيٌااذٍ،  ۀگااْيی هؼاابُذ طاابسی آهاابری، پاایغُاابی اطبطاای در هااذ يکاای اس ُااذ  1 ثااز اطاابص هؼاابُذات ،

( ,..., )n
nx xx 1 

گااْيی ثیااشی در  پاایغ ُااذ . خااْثی اًداابم دُااذ تْاًااذ ايااي ػواال را ثااَاطاات ّ رّع ثیااشی هاای

nXآيٌاااذٍ  همااااذار خظاااابرت گااااْيی ثیاااشی  ، پااایغادثیااابت ثیوااااَ 1  ُاااابی گذػااااتَ همااااذار خظااابرت ثااااب اطاااتفبدٍ اس

 ,...,n
nx xx 1 

,گْيی ازف کٌیذ ثزای اًدبم ايي پیغ. اطت ,...X X1 ُب ثبػاٌذ کاَ همذار خظبرت ای اسدًجبلَ 2

ظتَ اهب ثديگز ّا َ يکث
iX ُب ثَ ػزطθ اگاز. ديگز هظاتمل ثبػاٌذ اس يکθ  دارای تْسياغ پیؼایي( )   ،در ثبػاذ

nX خظبرت آيٌذٍ گْی ؿْرت تْسيغ پیغ ايي 1 ُابی گذػاتَ خظابرت ثاَ ػازطn nX x تؼزياپ ؿاْرت   ييذثا

 :ػْدهی

3. Digamma 
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( | ) ( | ) ( | ) ( ).n n
n nh x f x d     

 x x1 1                              (37)  

nXگْيی  ، پیغػذٍ ثزرطی ۀلئهظ. ([11] ّ ثْراتیٌظکب [13] ُوکبراى ّ تزلُب اػپیگل)  1  ثبˆ
n nP X 1 1 

ثزاطبص هؼبُذات گذػتَ
n

x اطتؿْرت  ذييگْيی ث تحت تبثغ سيبى پیغ: 

( , ) ,n
n n

n

P
L X P

X


 



 
  
 

2
1

1 1
1

1                                              (33)  

nPکَ در آى   D 1 .گْی ثیشی  پیغnX 1 آيذهیدطت   ثَؿْرت  ذييپظیي ث ۀثب هیٌیون کزدى هخبطز: 

( , ) [ ( , ) | ]

               |  | ,

n n
n n n

n n
n n

nn

P E L X P

P E P E
XX

    

 


 

   
     

  

X x

x x

1 1 1

2
1 12

11

1 12 1

            (33)  

 :آيذدطت هی ثَؿْرت   ذييث( 33)ّ ( 37)ی ُبگْی ثیشی اس راثطَ پیغ

|

ˆ ( ) .

|

n n

nn
n

n n

n

E
X

P

E
X

 




 
 

 
 

 
 

X x

x

X x

1
1

2
1

1

1
 

nX همذار خظبرت گْی ثیشی اطتْار پیغ ۀثزای هحبطج 13 ، کبای اطت در تؼزيپ، ( , )P  را ثب

( , )nP  1  ّP
ˆرا ثب  

nP
1 گشيي کٌین خبی. 

   

ثَ ػزط  ، تْسيغ پظیي (3)ّ تحت پیؼیي ( 1)در هذ  گبهب     
n nX x ًَّدارای تْسيغ گبهبی ّار ،

( , )IGamma a b1  ثب پبراهتزُبیa n    ّ

n

i

i

b x 


 
1

 ُبیثب تْخَ ثَ راثطَ. اطت 

| | | | ,
( ) ( )

n n n

n n

a
E E E E

X X b


   

       
        

        
x x x

1 1

1 1 1
1 1  

ّ 

( )
| | | | ,

( )( ) ( )( )

n n n

n n

a a
E E E E

X X b


     

        
        

          

x x x2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
1 2 1 2

 

 همذار خظبرت گْی ثیشی ػْد کَ پیغطبدگی ًتیدَ هی ثَ
nX 1 ثزاثز اطت ثب( 33)هذ  گبهب تحت تبثغ سيبى  در: 

ˆ ( )n
n

bu
P

a


 


x1 1

 

uکَ در آى    2 .ثزاثز ( 33)در تْسيغ گبهب تحت تبثغ سيبى  همذار خظبرت گْی ثیشی  کَ پیغ تْخَ کٌیذ

)ثیشی حك ثیوَ  ثزآّردثب  )nP
x اطت. 

nX همذار خظبرت  PRGM, MS, CGM ّ LS گُْبی ثیشی غسيز پی ۀدر لری 1  ّ تحت را در هذ  گبهب

 آّريندطت هی ثَ(  33)تبثغ سيبى 
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,ازف کٌیذ .3قضیً  ,...X X1 ُب ثَ iXاس ُن  هظتمل ّ  ُب ثبػٌذ کَ ثَ ػزط همذار خظبرت ای اس دًجبلَ 2

 کلاص پیؼیي ثزای    ّ1، پبراهتز همیبص ًبهؼلْم دارای تْسيغ گبهب ثب پبراهتز ػکل هؼلْم  ػزط 

nX همذار خظبرت  PRGM, MS, CGM  ّLS گُْبی ثیشی ؿْرت پیغ ر اييد. ثبػذ 1  تحت تبثغ سيبى

  :ثب ُن ثزاثز ّ ػجبرتٌذ اس( 33)

,
ˆ ( ) .

( )( )

n
n

bb u
P

b b a
  

 
x

1
1 2

1
1 2

2
1

 

  .اطت 3 ۀاثجبت ايي لریَ هؼبثَ ثب اثجبت لری: اثببت

nX برتهمذار خظ  CGM   ّMS گُْبی ثیشی سيز پیغ ۀدر لری   1  ّ (  33)تحت تبثغ سيبى را در هذ  گبهب

 .آّريندطت هی ثَ

,ازف کٌیذ . 4قضیً  ,...X X1 ُب ثَ iXاس ُن  هظتمل ّ  ُب ثبػٌذ کَ ثَ ػزط همذار خظبرت ای اس دًجبلَ 2

 کلاص پیؼیي ثزای    ّ2، پبراهتز همیبص ًبهؼلْم دارای تْسيغ گبهب ثب پبراهتز ػکل هؼلْم  ػزط 

nX برتهمذار خظ MS ّ CGM گُْبی ؿْرت پیغ در ايي. ثبػٌذ 1  تزتیت ػجبرتٌذ  ثَ( 33)تحت تبثغ سيبى

 :اس

, ,

,

ˆ ( )
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ( )
,

,

a

n
n

MS n CGM n
n n MS n

n

P a abu

a
P P

Pa a a



   

 


 

  
   

x
x x

x
2 2

2

1
2 1

1 1
1 2 1 2 1

1 12
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,کَ در آى     ) ,ˆ (ai n
n

i

bu
iP

a



  


x1 1 2
1

  .اطت 

  .اطت 1اثجبت ايي لریَ هؼبثَ ثب اثجبت لریَ : اثببت

 مقذار خسبرت گوٌبی پیش ۀمقبیس

 هماذار خظابرت گُْبی ثیاشی اطاتْار گْی ثیشی ّ پیغ ػذدی پیغ ۀطبسی ثَ همبيظدر ايي ثخغ ثَ کوک ػجیَ

nX 1 ُبی ر کلاصد1  ّ2  َ(.        [11] ّ ديْياذ ّ ّّ  [11] ديْياذ) پازداسينهایای گاْيی دًجبلاَ رّع پایغ ثا

,   ,ااازف کٌیااذ  , ,ˆ k
nP k 1 1 2 3 ˆ)گااْی ثیااشی  گااز پاایغ تزتیاات ثیاابىثااَ 4 )n

nP
 x1  ثااب/  4 5  ّ  2     ،

, (ˆ )n
nP   x

/ثاااب  11  4 5  ّ[ , ]  1 6 ّ, ( )ˆ
n
MS nP   x

21  ّ, )ˆ ( nGM
n
CP   x

ثاااب   21  2  ّ[ , / ] 4 4 5 

 :ؿْرت اطت  ذييطبسی ث هزاحل ػجیَ. ثبػٌذ

,..., تـبدای  ۀًوًْ همبديز .3 nx x1 پبراهتزُبی را اس تْسيغ گبهب ثب  3  ّ/ ,  ,  / 0 5 1 1 تْلیذ  5

 .کٌینیه

nxهمذار .1 1 گْی  اّ  را تْلیذ ّ طپض پیغ ۀاس تْسيغ گبهب در هزحلˆ ( )k n
nP  x1  را ثز اطبص همبديز

)تـبدای  ۀًوًْ ,..., )n
nx xx nxثزای  1 1 کٌینهحبطجَ هی . 

گْيی ثزای هؼبُذٍ  خطبی پیغ .1 n 1ام يؼٌی
ˆ ( )k n
n

n

P

x





 
  
 


x

2
1

1
 .کٌینرا هحبطجَ هی 1

n,...,اسایطْم را ثَ ُبی دّم ّهزحلَ .1 m1
 

 . m=1 ,31 ,(31),11 ,71 ,311 کٌین کَ در آىهی تکزار
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  :کٌینؿْرت هحبطجَ هی ذييطْم را ث ۀگْيی هحبطجَ ػذٍ در هزحل هیبًگیي خطبُبی پیغ .1

.
ˆ ( )k nm
n

nn

P
APE

m x





 
   

 


x
2

1

11

1 1                                                 (11)  

يک تب پٌح را  لحاهز
طبسی ػذٍ را  ثَ گْيی ػجیَ هیبًگیي خطبی پیغ ًِبيت در ّ کٌین هی هزتجَ تکزار 410

 یزاث( 11)گْيی دادٍ ػذٍ در  بًگیي خطبی پیغگیزی اس هیگْيی، ثب هیبًگیي ػٌْاى هؼیبری ثزای خطبی پیغ

 .  کٌینیه هحبطجَ ثزدٍ ًبم گُْبی پیغ

در کلاص  همذار خظبرت گْی ثیشی اطتْار ّ پیغ همذار خظبرت  یگْی ثیش پیغ یػذٍ ثزا ثزآّردهیشاى خطبی 

1  ّ2  ّگُْبی ثیشی  کٌین کَ پیغايي خذّ  هؼبُذٍ هی یُب طتْى ۀثب همبيظ. آّردٍ ػذٍ اطت 3، در خذ

 .ذکٌٌ گْی ثیشی ارائَ هی ًظجت ثَ پیغ کزد ثِتزی ػول 2تحت کلاص  1  ّMS  ّCGM اطتْار تحت کلاص

 بیسی و بیسی استوار گوٌبی پیش برای  سبزی شذيشبیً APEمقبدیر  .1جذول 

/ 0 5  

,
ˆCGM
nP  21 ,

ˆ
n
MSP  21 ,

ˆ
nP  11 ˆ

nP
1 

 
m 

5175/1 5171/1 5135/1 1131/1 5 

4361/1 4351/1 4341/1 4331/1 31 

5115/1 5111/1 5113/1 5114/1 11 

5111/1 5113/1 4336/1 1111/1 11 

5363/1 5367/1 5373/1 5375/1 41 

4331/1 4333/1 4331/1 4336/1 51 

4331/1 4333/1 4333/1 4331/1 71 

5164/1 5166/1 5131/1 5133/1 311 

 

 
 1  

,
ˆCGM
nP  21 ,

ˆ
n
MSP  21 ,

ˆ
nP  11 ˆ

nP
1 

 
m 

5111/1 5137/1 5153/1 5417/1 5 

5415/1 5137/1 5161/1 5441/1 31 

5135/1 5111/1 4374/1 5144/1 11 

5131/1 5171/1 5157/1 5136/1 11 

5131/1 5113/1 5333/1 5113/1 41 

5135/1 5133/1 5131/1 5314/1 51 

5336/1 5331/1 5317/1 5311/1 71 

4353/1 4356/1 4351/1 4364/1 311 

 

 
/ 1 5  

,
ˆCGM
nP  21 ,

ˆCGM
nP  21 ,

ˆ
nP  11 ˆ

nP
1 

 
m 

5611/1 5533/1 5575/1 5711/1 5 

5411/1 5133/1 5156/1 5445/1 31 

5371/1 5363/1 5344/1 5333/1 11 

5131/1 5171/1 5161/1 5135/1 11 

5371/1 5367/1 5353/1 5373/1 41 

5371/1 5366/1 5353/1 5373/1 51 

5113/1 5115/1 5133/1 5113/1 71 

4373/1 4363/1 4364/1 4377/1 311 
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 آمیختًبیسی حق بیمً تحت پیشیه  برآورد

ُبی پیؼیي را در ًظز کْچکی اس تْسيغ ۀخبًْادُبی لجل، ُبی پیؼیي در ًظز گزاتَ ػذٍ در ثخغتْسيغ

 -هشگْ ّ اًذ کزدٍپیؼٌِبد   [15] تز آهیختَ کَ طیْاگٌظي ّ ثزگزُبی کلیايي ثخغ خبًْادٍ تْسيغدر . گزاتٌذ هی

ايي خبًْادٍ اس . دُینًظز لزار هی هْرد اًذ، کزدٍدر ثزآّرد حك ثیوَ ثیشی اطتفبدٍ  [36] دًیش ّ ُوکبراى

 :ؿْرت ُظتٌذ ذييُب ث تْسيغ
{ ( ) ( ) ( ) ( ) | }q q Q            01                        (13)  

)کَ  ) 0 ((3)ًَ هبًٌذ تْسيغ گبهبی ّارّ) يک تْسيغ پیؼیي ثبثت ،[ , ]  )همذار خطبی هزثْط ثَ 01 ) 0 

ّ Q ٍثزای . کلی اس تْسيغ پیؼیي اطت ای خبًْادQ ُبی پیؼیي دّ خبًْادٍ اس تْسيغQ1  ّQ2  را در ًظز

ُویي تزتیت  ّ ثَ پیؼیي تک هذی اطتُبی کلاص تْسيغ  Q2 ُبی پیؼیي ّتْسيغ ُوۀکلاص  Q1گیزين کَ  هی

تزتیت ثب  را ثَ Q1  ّQ2ثزای  (13)ُبی پیؼیي در کلاص تْسيغ
1

  ّ
2

  .دُینًؼبى هی 

 :دارين( 7) ۀثب تْخَ ثَ راثط

[ | ] [ | ]
( )

( )

[

(

| ] [ | ]
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( )(
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n n
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n n

E E
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E E

g d
u u

g d

uP

 



   


 



 



 




x x

x

x x

1

2
22

1 1

1 1
 

)کَ در آى  )g 


1
1

 ّ( )g 


2 2
1

َ وثیحك ثیشی  ثزآّرد [36] ّ ُوکبراىدًیش  -گْهش تْخَ ثَ  ثب.  

 :ؿْرت اطت ذييث  ُبی پیؼیيتحت کلاص تْسيغ

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

n

n

R P R d

P

R R d





   
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
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
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0
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 کَ در آى 
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 






 

 
 

 0

0

1
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x
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i
n n

x e

R R R




   

 








 



1

1
2 3 21

1
 

 ّ( )nP


x0  گاز ثزآّرد ۀکاَ هحبطاجاياي ثاب تْخاَ ثاَ .اطت (3) ۀیؼیي گبهبی ّارًّتْسيغ پ حك ثیوَ ثیشی تحت

  [36] ّ ُوکابراىدًیاش  -گاْهشهبًٌاذ ُویي طاجت،  ثَثظیبر دػْار اطت،  ُبی پیؼیيثیشی اطتْار تحت تْسيغ
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)سهابًی کاَحك ثیوَ ثیاشی  ثزآّردّ داهٌَ حك ثیوَ ثیشی  ثزآّرد ۀثَ هحبطج ) 0 ۀتْسياغ پیؼایي گبهابی ّارًّا 

هؼیاابر حظبطاایت حااك ثیوااَ ثیااشی ثااب اطااتفبدٍ اس  .کٌین آى را تحلیاال هاایطااپض حظبطاایت ّ  پاازداسين هی ،اطاات( 3)

)حظبطیت ًظجی . .)R Sَػْدؿْرت تؼزيپ هی ذييث  [16] طیْاگٌظي ۀّطیل هؼزای ػذٍ ث:  

. . sup inf ,    ,  ( ) (  )  
( )

 i i
n n

n

i P PR S i
P  

 

  

    
  

x x
x0

1 100 1 2  

)کَ درؿذ تغییزات     )nP
x  ًَظجت ث( )nP


x0 َّلتی ک( )  پیؼیيُبی کلاص رّی 

i
،,i 1 2 ،

  .کٌذ را ثیبى هی، کٌذتغییز هی

در کلاص [36] دًیش ّ ُوکبراى -ی اس کبر گْهشّ ثب پیزّ( 13) ۀثب تْخَ ثَ راثط
1

 :دارين 
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چٌیي در کلاص  ُن
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  :دارين 
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 کَ در آى

( )
( )    , .

( )   
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i

i

i

R d z
zH z i

R z





 


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
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
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
0

0

0

1 0
2 3

0

 

ّ0 ارائاَثیاشی در دّ کالاص  ۀحظبطیت ًظاجی حاك ثیوا ۀثَ همبيظطبسی ػجیَ، ثب در اداهَ .اطتؼیي هذ تْسيغ پی 

 .پزداسينػذٍ هی

)دّرٍ 31خظابرت طای  هماذارهزثاْط ثاَ  طبسی ػاذٍػجیَ ۀاددّ طزی د 1خذّ   )n 10 ب ثا اس تْسياغ گبهاب

پبراهتزُاابی   3 ّ   )َ تْسيااغ پیؼااایي کاااکٌااین ااازف هااای . دُاااذرا ًؼااابى هاای 4 ) 0  تْسيااغ گبهااابی

)ّارًَّ , )IGamma 2 ثیاشی، ايٌفایون، طاْپزهن ّ حظبطایت ًظاجی را ثاَ اسای  ۀهمبديز حك ثیوا 1خذّ  . دارد 1

کالاص   در دّ همبديز هختلپ 
1

  ّ
2

ثاب  0 در ّالاغ حظبطایت ًظاجی در ُاز ياک اس  .دُاذبى هایًؼا 2

 چاْى .يبثاذاااشايغ های،  ثب اااشايغ همذار آى ّ ُبی در ًظز گزاتَ ػذٍ خیلی ثشرگ ًیظتحبلت   2 1
،  

. ايي ثز ثٌب . . .R S R S2 1
يؼٌی حظبطیت ًظاجی در کالاص، 

1
کالاص  ستاز ا ثایغ 

2
ػجابرت ديگاز  ثاَ .اطات 

پیؼیي ُبیتْسيغ ُوۀ کلاص
1

ُابی پیؼایي تاک تْسياغاطات ّ کالاص ی سيابدًابهؼمْ   ُابی پیؼایيػابهل تْسياغ 

هذی 
2

 
         .اطت تزحك ثیوَ ثیشی هٌبطت ثٌذیهذ ثزای 
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 گیری بحث و وتیجً

 اطتگبهب  ۀکَ تبثؼی خطی اس پبراهتز همیبص خبهؼرا ثیشی ّ ثیشی اطتْار حك ثیوَ  ثزآّرد، تحمیكدر ايي 

همذار خظبرت  گْيی ثیشی ّ ثیشی اطتْار دطت آّردٍ ّ پیغ ردای همیبص ثَتحت تبثغ سيبى تْاى دّم خطبی ًبّ

ّ در يک  ینُبی پیؼیي را ثزای پبراهتز همیبص در ًظز گزاتاثتذا دّ کلاص اس تْسيغ. کزدين آيٌذٍ را هحبطجَ

الل ، تأطپ پظیي گبهب هیٌیوبکض ّ حذپبيذارتزييگُْبی گبهب هیٌیوبکض ػزطی،  گزُب ّ پیغثزآّردکلاص، 

. آّرديندطت  را ثَ پبيذارتزييگُْبی گبهب هیٌیوبکض ػزطی ّ  گزُب ّ پیغثزآّردحظبطیت ّ در کلاص ديگز، 

ذ ػهؼبُذٍ . دينکزای همبيظَ گْيی دًجبلَ کوک رّع پیغ گُْبی ثیشی ّ ثیشی اطتْار همذار خظبرت را ثَ پیغ

تزی  گْيی کن خظبرت آيٌذٍ، هْخت خطبی پیغ همذار گُْبی ثیشی اطتْار هؼبُذات آيٌذٍ ّ کَ اطتفبدٍ اس پیغ

. ػْدگُْبی ثیشی اطتْار تْؿیَ هی اطتفبدٍ اس پیغ ،رُّویي  اس .ػْدگْی ثیشی ػبدی هی ًظجت ثَ پیغ

طبسی، حظبطیت هحبطجَ ّ ثب يک ػجیَآهیختَ پیؼیي  ُبی تْسيغ کلاص ثیشی حك ثیوَ را تحت ثزآّردچٌیي،  ُن

. يبثذهمذار حظبطیت ًظجی ًیش ااشايغ هی ذ کَ ثب ااشايغ ػهؼبُذٍ . دينکزطی گزُب را ثزرثزآّردًظجی ايي 

 تک هذی ُبی پیؼیيچٌیي حظبطیت ًظجی حك ثیوَ ثیشی در کلاص تْسيغ ُن
2

تز اس کن 
1

يؼٌی ثزای  ؛اطت 

 تک هذی ُبی پیؼیيثیشی ثِتز اطت اس کلاص تْسيغ ثٌذی حك ثیوَهذ 
2

 .اطتفبدٍ کٌین

سبزی شذي از توزیع گبمب  بب پبرامترٌبی ٌبی شبیًدادي .2جذول   و  3  4 

 33/1 13/31 33/31 13/7 13/31 11/37 31/1 37/37 11/13 13/31 طزی اّ  

 13/1 13/1  11/1 11/1 13/1 11/13 11/1 31/7 11/1 31/1 طزی دّم

 حق بیمً بیسی  حسبسیت وسبیمقبدیر  .3جذول 

 

 همبديز

3/1 31/1 1/1 

طزی اّ  

( ) /nP


x0 4 178 

inf ( )nP





x1 111/1 117/1 111/1 

sup ( )nP





x1 313/1 113/1 137/1 

RS1
 11/33 713/13 17/11 

 طزی دّم

( ) /nP


x0 2 207 

inf ( )nP





x2 111/1 373/3 311/3 

sup ( )nP





x2 111/1 131/1 111/1 

RS2
 311/31 311/31 111/31 

طزی اّ  

( ) /nP


x0 4 178 

inf ( )nP





x1 117/1 137/1 133/1 

sup ( )nP





x1 1131/1 1173/1 1133/1 

RS1
 11/31 13/31 13/31 

 طزی دّم

( ) /nP


x0 2 207 

inf ( )nP





x2 313/1 311/1 311/1 

sup ( )nP





x2 111/1 111/1 111/1 

RS2
 31/3 13/3 13/3 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

25
 ]

 

                            16 / 18

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1643-en.html


 آسادٍ کیبپْر  ،الِیًبدر ًؼوت                                                                  ثزاّرد حك ثیوَتحلیل ثیشی اطتْار ّ کبرثزد آى در 

 

458 

 مىببع

1. H. Robbins, "Asymptotically sub-minimax solutions to compound statistical decision 

problem", In Proc. Second Berkeley symp, Math. Stat. Probab., 1, university of California 

Press, Berkeley (1951).  

2. I. J. Good, "Rational decisions", Journal of the Royal Statistical Society, series B, 14 (1952) 

107-114. 

3. J. O. Berger, "The robust Bayesian viewpoint (with discussion)", In Robustness of Bayesian 

Analysis (J. Kadane ed.), North Holland, Amsterdam (1984). 

4. A. Dasgupta, W. Studden, "Frequentist behavior of robust Bayes estimates of normal means", 

Statistics and Decisions, 7 (1989) 333-361. 

5. B. Betro, F. Ruggeri, "Conditional  -minimax actions under convex losses", Commun. 

Statis. Theory Methods, 21 (1992) 1051-1066. 

6. M. Meczarski, R. Zielinski, "Stability of the Bayesian estimator of the Poisson mean under 

the inexactly specified gamma prior", Statist. Probab. Lett., 12 (1991) 329-333. 

7. A. Boratynska, M. Meczarski, "Robust Bayesian estimation in the one-dimensional normal 

model", Statist. Decisions, 12 (1994) 221-230. 

8. M. Zen, A. Dasgupta, "Estimating a binomial parameter: Is robust Bayes real Bayes?", 

Statistics and Decisions, 11 (1993) 37-60. 

9. D. Rios Insua, F. Ruggeri, B. Vidakovic, "Some results on posterior regret  - minimax 

estimation", Statist. Decision, 13 (1995) 315-331. 

10. J. P. Arias-Nicolas, J. Martin, F. Ruggeri, A. Suarez-Llorens, "Optimal actions in problems 

with convex loss function", Int. J. Approx. Reason, 50 (2009) 303-314. 

11. J. Eichenauer,  J. Lehn, S. Rettig, "A gamma-minimax result in credibility theory", 

Insurance: Mathematics and Economics", 7 (1) (1988) 49-57. 

12. W. Heilmann, "Decision theoretic foundations of credibility theory", Insurance: 

Mathematics and Economics, 8 (1989) 77-95. 

13. E. Gomez-Deniez, "A generalization of the credibility theory obtained by using the 

weighted balanced loss function", Insurance: Mathematics and Economics, 42 (2008) 850-

854. 

14. S. Rios, J. Martin, D, Rios, F. Ruggeri, "Bayesian forecasting for accident proneness 

evaluation", Scandinavian Actuarial Journl, 2 (1999) 134-156. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

25
 ]

 

                            17 / 18

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1643-en.html


 آسادٍ کیبپْر  ،الِیًبدر ًؼوت                                                                  ثزاّرد حك ثیوَتحلیل ثیشی اطتْار ّ کبرثزد آى در 

 

468 

15. E. Gomez-Deniez, A. Hernndez-Bastida, F. Vzquez-polo, "The Esscher premium principle 

in risk theory. a Bayesian sensitivity study", Insurance: Mathematics and Economics, 25 

(1999) 387-395. 

16. E. Gomez-Deniez, A. Hernndez-Bastida, F. J. Vazquez-polo, "Robust Bayesian premium 

principles in actuarial science", Journal of the Royal Statistical Society, series D, 49 (2000) 

241-252. 

17. E. Gomez-Deniez, J. M. Perez, A. Hernandez-Bastida, F. J. Vazquez-polo, "Measuring 

sensitivity in a bonus-malus system", Insurance: Mathematics and Economics, 31 (1) (2002) 

105-113. 

18. E. Gomez-Deniez, J. M. Perez, F. J. Vazquez-polo, "On the use of posterior regret  - 

minimax actions to obtain credibility premiums", Insurance: Mathematics and Economics, 

39 (2006) 115-121. 

19. E. Gomez-Deniez, "Some Bayesian credibility premiums obtained by using posterior regret 

 - minimax methodology", Bayesian Analysis, 4 (2) (2009) 223-242. 

20. A. Boratynska, "Posterior regret gamma minimax estimation of insurance premium in 

collective risk model", Astin Bulletin, 38 (1) (2008) 277-291. 

21. D. J. Spiegelhalter, K. R. Abrams, J. P. Myles, "Bayesian Approaches to Clinical Trials and 

Health-care Evaluation", John Wiley and Sons, England (2004). 

22. A. Boratynska, " Robust Bayesian prediction with asymmetric loss function in Poisson 

model of insurance risk", Acta Universitatis Lodziensis, Folia Oeconomica, 196 (2006) 123-

138. 

23. P. Dawid, "Statistical theory: the prequential approach (with discussion)", Journal of the 

Royal Statistical Society, series A, 147 (1984) 278-292. 

24. A. P. Dawid, V. G. Vovk, "Prequential probability: principals and properties", Bernoulli, 5 

(1) (1999) 125-162. 

25. S. Sivaganesan, J. O. Berger, " Ranges of posterior measures for priors with unimodal 

contaminations", Ann Statist, 17 (1989) 868-889. 

26. S. Sivaganesan, "Sensitivity of some posterior summaries when the prior is unimodal with 

specified quantiles", The Canadian Journal of Statistics, 19 (1991) 57-65.  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
26

-0
6-

25
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            18 / 18

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1643-en.html
http://www.tcpdf.org

