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و یفرانسید ۀن شبمو معبدىیتن یاغتشبش ۀمسئي یا مرانو یىب ویلا یبررس

 یرمٌضعیغ یا ظ مرانویبب شرا یدًً خط ۀمرتب
 

یِحّذ خٙبٔؾب٘ ،یشضب عشخغیػٍ
*

 ؛

 تجشيض ،گشٖٚ سيبضی دبْ،يدأؾگبٖ ؽٙیذ ِذٔی آرسثب

 

 دهینچ

ب يٚخٛد  یثشا یظ لاصَ ٚ وبفيؽشا ،یا ظ وشأٗيؽشا یعبص یِٛضؼای  سٚػ چٙبس ِشحٍٗ ۀٓ ِمبٌٗ ثب اسائيدس ا

ص یتؾخ .آيذ دعت ِی ثٗ یشِٛضؼیظ غيٓ ثب ؽشایتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍای  ٔمبط وشأٗ یىيدس ٔضدای  وشأٗ ی٘بٗ يػذَ لا

 ی٘ب خٛاةٛعتٓ یپُ٘  عبختبس ٚ ثٗ ۀُ ثب ٔحٛیِغتم ایٗ ساثطای  ٔمبط وشأٗ یىيدس ٔضدای  وشأٗ ی٘بٗ يب ػذَ لايٚخٛد 

 یٓ ِغبئً اغتؾبؽیچٕ  یٔٛاخت ثشا هي یجيدعت آٚسدْ خٛاة تمش ثٗ چْٛ تيدس ٔٙب .داسد یٚ خبسخ یخٍدا یجيتمش

 ۀِغئٍ یثشاای  وشأٗ ی٘بٗ يب ػذَ لايص ٚخٛد یٓ ِمبٌٗ تؾخيا یاصٍ ٘ذف ٓ اعبطیثشّ٘ .داسد صيبدی اّ٘یت ٓیتى

  .اعت یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيٓ ثب ؽشایتى یاغتؾبؽ

 

 مقدمو

صٛست  ٓ ِغبئً ثٗيا یبضيِذي س .افتذ یاتفبق ِ یفشاٚأ ثٗ یه ٚ ِٕٙذعيضیدس ِغبئً ف یشصِ ۀيلا ۀذيپذ

اعت وٗ ای  وشأِٗمذاس  ۀِغئٍصٛست  ثٗٓ یتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍدس ٚالغ  .ؽٛد یؼ دادٖ ِيٓ ّٔبیتى یاغتؾبؽ ۀٍئِغ

 .ؽٛد یظب٘ش ِ  ته ٚ ِثجپبساِتش وٛچ ،ًیفشأغيد ۀدس ِؼبدٌ ِؾتك ِٛخٛد ۀٓ ِشتجيتش ثیؼت يس ضشد

ِشثٛط ثٗ  یٚ ِٕٙذع یىيضیف ِجبحثٓ دس یٕچ ٓ ِغبئً ٚ ُ٘يا یبضيس ۀيوٗ دس ٔظشای  ذٖیدیِٛضٛع ُِٙ ٚ پ

ْ آ یبضيِفَٙٛ س ،ای وشأٗ ۀيلا یىيضیش اص ِفَٙٛ فصشف ٔظ .اعتای  وشأٗ ۀيلا ۀذيذپ ،ذيآ یؼ ِی٘ب پ آْ

ثٗ ه پبساِتش وٛچ ،ِغئٍِٗشثٛط ثٗ آْ  ۀیٔبح یب داخٍيای  وشأٗ ۀٕذ ٔمطب چيه يدس  یصٛست اعت وٗ ٚلتٓ ذيث

دس  .ذيآ یؼ ِیپ ِغئٍٗای  وشأٗظ يً ٚ تؼذاد ؽشایفشأغيد ۀِؼبدٌ ۀش ِشتجاص ٔظ یٕ٘گآ ُ٘بٔ یوٕذ ٔٛػ یً ِیصفش ِ

ٚخٛد  .وٕذ یصذق ِّٔغئٍٗ ای  وشأٗظ يدس ؽشا ت يثذْٚ خٍّٗ ثب ضشا ۀؽبًِ ِؼبدٌ ِغئٍِٗٛاسد خٛاة ٓ يا

 .[1-11] وٕذ یّٔٚاسد خٍٍی  ،یاغتؾبؽ ۀِغئٍثٛدْ سفتبس خٛػ ٚ  اةخٛ یگبٔگيٚ ٚخٛد   ثٗای  وشأٗ ی٘بٗ يلا

ٚ ِؾخص وشدْ ای  ی وشأٗ٘ب ، تؾخیص ٚخٛد يب ػذَ لايٗؽٛد ِیتٕٙب ِٛضٛػی وٗ دس ايٓ حبٌت تٛخٗ ثٗ 

 دأبْ سيبضیثیٓ کٗ  اعت یِغبئٍ ثحث ثشأگیضتشيٓ اصٗ و اعتای  دس ٔضديىی ٔمبط وشأٗ ٘ب ْ ٚلٛع ايٓ لايِٗىب

 خبسج ای ٚ کشأٗ لايۀ داخً ٘بی خٛاة صٛست ِحبعجٗ ٘بی تمشيجی ِغبئً فٛق ثٗ صيشا عبختبس خٛاة ِطشذ اعت؛

 صگبسیای، خٛاة اعبعی، ؽشايظ عب وشأٗ  ۀلاي ۀِغئٍ :ميیدی ىبی ًاژه

 11/6/91پزيشػ                     11/1/91دسيبفت 
*

 jahanshahi@azaruniv.edu نٌیسنده مسئٌه
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دعت آٚسدْ يک خٛاة تمشيجی  ِٕظٛس ثٗ ؽشايظ عبصگبسی ِدبٔجی ثٗ ثب٘ب  پبسچٗ کشدْ آْ ٚ يکای  کشأٗ ۀلاي

سا ای  وشأٗ ۀيلا ب ػذَيص ٚخٛد یتؾخدس ِٛسد  ،[9]پژٚ٘ؾی ديگش دس  ٔٛيغٕذگبْ [.9]، [1]، [1]، ٔٛاخت يک

ثبؽذ  یشِٛضؼیغ صٛست ثٗای  ظ وشأٗياگش ؽشا یٌٚ. أذٖ دکش یثشسعِٛضؼی ای  ظ وشأٗياص ٔمطٗ ٔظش ؽشا

 ؟اعت یچٗ صٛست ثٗ ای وشأٗ ی٘بٗ يػذَ لا بيص ٚخٛد یتؾخ

 یشِٛضؼیظ غيثب ؽشاای  وشأٗ ۀيلا ۀُ وٗ ِغئٍیسا اسائٗ وٕ یسٚؽ ت تبثش آْ داؽوٗ ِب سا  اعت پشعؾیٓ يا

ثٗ ٚخٛد [ 9] دس ِٛخٛد ی٘ب ُ ثب اعتفبدٖ اص سٚػیوٕذ تب ثتٛأ ِٛضؼیظ يثب ؽشاای  وشأٗ ۀيلا ۀً ثٗ ِغئٍيسا تجذ

 ۀسا ثشای ِغئٍ یعبص یِٛضؼظ يٓ ِٕظٛس ؽشايثٗ ا. ُيثجشپی ای  ه ٔمبط وشأٗيدس ٔضدای  وشأٗ ی٘بٗ يب ػذَ لاي

   یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيثب ؽشا ِشتجٗ دَٚ خطی ۀِؼبدٌ ؽبًِای  ِمذاس کشا ٔٗ
'' ( )l y x y x ay x by x x x        ( ) ( ) ( ) ( ) = , (0,1),

)j j

i j ij ijl y x y y i 

     1 ( ) ( ) ( ( )
=0( ) [ (0) (1)] =0, =1,2.  

)تّبَ  یّ٘ٛاس ثشا یتبثؼ x)(سا وٗ دس آْ , )x  0 1 ٚ  0  چٕیٓ  ٚ ُ٘ اعتثشلشاسabijij ,,, )()(   

 :ؽٛٔذ ِی یصٛست ِؼشف ذيٓس لبٌت چٙبس ِشحٍٗ ثخٛإ٘ذ د ضشايت ثبثت حمیمی دي

 :یمعبدىو اىحبق یدست آًردن جٌاة اسبس بو( اًه ۀرحيم

ص ا یشیگ ٚ ثب أتگشاي یاغتؾبؽ ۀِغئٍ ۀٓ ِؼبدٌیطشف دس xz)(خٛاٖ  ٓ ِشحٍٗ ثب ضشة وشدْ تبثغ دييدس ا

دعت  ِؼشٚف اعت ثٗ سا وٗ ثٗ فشِٛي لاگشأژاتحبد ايٓ  ،یاغتؾبؽ ۀِغئٍ یف ؽذٖ ثشايتؼش ۀٓ دس ِحذٚدیطشف

 :ُيآٚس یِ
*( , ) ( , ) ( , )ly z B y z y l z        

 وٗ دس آْ
* '' '( ) ( ) ( )l z z x az x bz x       

),(ٚ اعت یاغتؾبؽ ۀِغئٍ ۀِؼبدٌ یاٌحبل ۀِؼبدٌ  zyB ِفَٙٛ  ثٗ) یاة اعبعخٛ .ؽٛد یذٖ ِیٔبِ یفشَ دٚخط

 صٛست  ثٗ (غيتٛص

( )[ ] ( )[ ]( )
( ) ( )

[ ( ) ( )]

x xx
Z x e e

     



 


    

 
  


1 2

2 1

 

zl یاٌحبل ۀِؼبدٌ تيضش )(کٗ دس آْ ، ؽٛد یِ ش أتگشاي ظب٘شيدس ص *  x  [4]اعت تبثغ ٘ٛيغبيذ ٚاحذ ،

[11] ،[11.] 

 :راكید یتببع دىتب یژگیبب استفبده از ً یظ ضرًریبو دست آًردن شرا( دًً ۀمرحي

)(یاعبع خٛاة ٓ ِشحٍٗ ثب ضشةيدس ا  xZ  ْیاغتؾبؽ ۀً ِغئٍیفشأغيد ۀٓ ِؼبدٌیثٗ طشفٚ ِؾتمبت آ 

) یشیگ أتگشاي ۀِحذٚد یشان ثشايد یتبثغ دٌتب یژگيٚ ثب اعتفبدٖ اص ٚ ,  :يؼٕی ،01(

 

( ), ( , )

( ) ( ) ( ), ,

, [ , ]

y

y x x dx y



 

 

    







   





1

0

0 1
1 0 1
2
0 0 1
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 :يذآ یدعت ِ صٛست ثٗ يٓذث یظ ضشٚسيؽشا

( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,

a y y y x Z x dx

a y y y x Z x dx

   

   

   

   

   

     





1

1 3 1
0

1

2 4 2
0

1 1 0

0 0 1 1

 

 کٗ دس آْ 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

,
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )
,

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

e e e e

e e e e

      

      

 
         

       
 

         

 

 

 
 

 

 
 

 

1 12 2

1 12 2

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
3 4

1 2 1 2

 

 [.11]، [11]، [4]اعت 

 :یو دستگبه جبریتشن( سًٌ ۀمرحي

 ۀِغئٍ یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيلجً ٚ ؽشا ۀاص ِشحٍ دعت آِذٖ ثٗ یظ ضشٚسيٓ ِشحٍٗ ثب اعتفبدٖ اص ؽشايدس ا

  :یدعتگبٖ خجش یؽاغتؾب

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,

' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ,

' ( ) ( ) ' ( ) ( )

a y y y x Z x dx

a y y y x Z x dx

y y y y

y y y y

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   


   





     

   

   





1

1 3 1
0

1

2 4 2
0

10 11 10 11

20 21 20 21

1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1 0

0 0 1 1 0






 

' ٘بی دعت آٚسدْ ِدٙٛي دٔجبي ثٗ کٗ ثٗ ُید٘ یً ِیسا تؾى ( ), ( ), ' ( ), ( )y y y y   1 1 0  .٘غتیُ 0

 :یمٌضعای  ظ مرانویدست آًردن شرا بو( چيبرً ۀمرحي

ّ٘یٓ  ثِٗغتمً اص ُ٘ ٘غتٕذ ٚ  یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيٚ ؽشا یظ ضشٚسيوٗ ؽشآ يٓ ِشحٍٗ ثب فشض ايدس ا

سا ثب  یِٛضؼای  ظ وشأٗيلجً ِخبٌف صفش اعت ؽشا ۀدعت آِذٖ اص ِشحٍ ثٗ یٕبْ دعتگبٖ خجشیدتشِعجت، 

 :يذآ یدعت ِ وشاِش ثٗ ۀاص لبػذ اعتفبدٖ

' ( ) [ ] [ ],

( ) [ ],

' ( ) [ ] [ ],

( ) [ ] [ ],

y

y

y

y









 
       

 
     

 
       

 
      

 



 



    
 

    
 

     
 

     
 

1 2
2 34 23 34 1 24 1 23

1 2
2 34 1 14 1 13

1 2
2 24 2 14 12 14 1 12

1 2
2 23 2 13 13 1 12

0

0

1

1
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 کٗ دس آْ

, ,a a         1 1 3 2 2 4  

( ) ( ) , ( ) ( )x Z x dx x Z x dx        
1 1

1 2
0 0

1  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

a

a

   

   

  

  

   

   




  

1 1 3

2 2 4

10 11 10 11

20 21 20 21

0 1
0 1

0  

 

 

 

 

 

 

 

ظ يؽشا یعبص یِٛضؼای  ثب اعتفبدٖ اص سٚٔذ چٙبس ِشحٍٗ ِٛضؼیای  ظ وشأٗيؽشا دعت آٚسدْ ثب ثٗعشأدبَ 

ثب اعتفبدٖ اص سٚػ  عپظؽٛد ٚ  یفشاُ٘ ِای  ٔمبط وشأٗ یىئضددس ای  وشأٗ ی٘بٗ يب ػذَ لايص ٚخٛد یتؾخ یثشا

 [.9]، [3]، [1]، [1]يُ ثش پی ِیای  ٔمبط وشأٗ یىيدس ٔضدای  وشأٗ ی٘بٗ يب ػذَ لايٚخٛد  ثٗ ٔٛاخت ِىشس هيحذ 

 

 مسئيو یبضیبن مده ریب

 ۀِغئٍ آْ، یشِٛضؼیظ غيٓ ٚ ؽشایتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍ یدَٚ خط ۀً ِشتجیفشأغيد ۀِؼبدٌ یش سٚییاوْٕٛ ثب تغ

 :ُيشیگ یسا دس ٔظش ِ  یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيؽشاايٓ ٓ ثب یتى یاغتؾبؽای  ِمذاس وشأٗ
'' '

' '

( ) ( ) ( ); ( , ) ( )

( ) ( ), ( ) ( ) ( )

l y y x y x p x x

y y y y

   

   

   

 

0 1 1

2 0 1 2 0 1 2
 

 ٘ب پشعؼٓ يا پبعخ ثٗ دسپیٔٛاخت ِىشس  هيٚػ حذ ٚ س یعبص یِٛضؼای  تفبدٖ اص سٚػ چٙبس ِشحٍٗثب اعاکْٕٛ 

 :٘غتیُ

I . ؽٛد؟ یً ّٔیتؾىای  وشأٗ ۀيلاای  دس ٔمبط وشأٗ یطيچٗ ؽشادس 

II . ۀتٕٙب دس ٔمطای  وشأٗ ۀيلا یطيچٗ ؽشادس  x 0ؽٛد؟ یً ِیتؾى 

III . ۀتٕٙب دس ٔمطای  وشأٗ ۀيلا یطيچٗ ؽشادس x 1 ؽٛد؟ یً ِیتؾى 

IV.  ای  بط وشأٗٔم٘ش دٚ  دسای  وشأٗ ۀيلا یطيچٗ ؽشادس x 0  ٚ  x 1ؽٛد؟ یً ِیتؾى 

 

 یاىحبق ۀمعبدى یدست آًردن جٌاة اسبس بو

 :ُيشیگ یسا دس ٔظش ِ (1) ّ٘گٓۀ ٔظیش ِؼبدٌ یاٌحبل ۀِؼبدٌ ،یاة اعبعخٛ دعت آٚسدْ ثٗ یثشا دس ايٓ ِشحٍٗ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

    

    

     

     

    
  

    

     
  

     

  

  

10 11 10 1110 10
12 13 14

20 21 20 2120 20

11 10 10 11 11 11
23 34 24

21 20 20 21 21 21
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* '' '( ) ( ) ( ) ( )l z z x z x q x      3  

 .ٚ ّ٘ٛاس اعت یبسیتبثغ اخت xq)(وٗ دس آْ

وٗ طشف  یٍیفشأغيد ۀاعت وٗ دس ِؼبدٌای  بفتٗيُ یتبثغ تؼّ ،یً ػبدیفشأغيد ۀه ِؼبدٌي یخٛاة اعبع (فیتعر

ت ثبثت يضشا ثب یٍیفشأغيگش د ػlًّ٘شگبٖ ،گشيد یػجبست ثٗ .صذق وٕذ اعتشان يد یدٌتب ثغساعت آْ تب

)صٛست ثٗ )
m

l D a D 


 


0

)(' (تٛصيغ) بفتٗيُ یتبثغ تؼّ ،ثبؽذ  Dxy  ٌۀوٗ دس ِؼبد  

)()()(   xxyDl  

 .ؽٛد یذٖ ِیٔبِ Dl)(گش ػًّ یه خٛاة اعبعيوٕذ  یصذق ِ

 

 یاٌحبل ۀثب اعتفبدٖ اص ِؼبدٌاکْٕٛ  zl* ُيصٛست داس ذيٓسا ث یخٛاة اعبع ،ٚ اتحبد لاگشأژ: 

( ) [ ] ( ) ( )
x

Z x e x



   



   1 4  

)(وٗ دس آْ   x ٛ٘ [.11]، [11]، [4]اعت ذ يغبيتبثغ 

 

 یظ ضرًریادست آًردن شر بو

)( یٓ ِشحٍٗ ثب ضشة خوٛاة اعبعويدس ا  xZ دس  یشیوگ ٚ ثوب أتگوشاي (1) یاغتؾبؽو ۀٓ ِؼبدٌویثوٗ طوشف

) ۀثبص , )0  :ُيآٚس یدعت ِ ثٗ 1
' '

' '

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ), ( , )

( ), , ( )

, [ , ]

y Z y Z y Z

y Z y Z

y Z p x Z x dx

y

y

     

   

  





    

   

 

 

  



    

   

   





  





1

0

0 0 0

1 1 1 1

1 1

0 1
1 0 1 5
2
0 0 1

 

 :ُيداس یظ ضشٚسيدعت آٚسدْ ؽشا ثٗ یثشا( 1) ۀاوْٕٛ ثب اعتفبدٖ اص ساثط

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

' '

' '

' '

' '

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y y Z y Z y Z

y Z y Z

y Z p x Z x dx

y y Z y Z y Z

y Z y Z

y Z p x Z x dx

      

   

  

      

   

  

 

 

 

 


  

 

 



     

 

  





1

0

1

0

1 0 0 0 0 0 0 0
2

1 1 1 1

1 1

1 1 0 1 0 1 0 1
2

1 0 1 0

1 0 1













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 :د٘ذ یدعت ِ سا ثٗ یؽشط ضشٚسايٓ دَٚ  ۀؽٛد ٚ ساثط یً ِيه اتحبد تجذٗ ياٚي دعتگبٖ ث ۀساثط

 

'( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
x

y y e y p x e dx 
  

 

    
11 1

0

1 0 1 0 1 6  

ٓ ِٕظوٛس ِؾوتك يذثو. ُيوآٚس یدعوت ِو ثٗ سا (1) یاغتؾبؽ ۀِؾتك خٛاة ِؼبدٌ یسٚ یضشٚس ی٘ب اوْٕٛ ؽشط

) ۀدس ثبص ضشة ٚ( 1) یاغتؾبؽ ۀٓ ِؼبدٌیسا ثٗ طشف یخٛاة اعبع , )0  :ُیوٕ یِ یشیگ أتگشاي 1

' ' ' ' '

'

'

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ), ( , )

( ), , ( )

, [ , ]

y Z y Z p x Z x dx

y

y

    





    

 

  



    

 



  






1

0

1 1 0

0 1
1 0 1 7
2
0 0 1

 

 :ُيداس( 7) ۀاص ساثط

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y y Z y Z p x Z x dx

y y Z y Z p x Z x dx

     

     

 

 


  





    







1

0

1

0

1 0 1 1 0 0
2

1 1 1 0 0 1 1
2

 

 :د٘ذ یدعت ِ سا ثٗ یؽشط ضشٚسايٓ  دعتگبٖ دَٚ ۀطؽٛد ٚ ساث یً ِيجذه اتحبد تٗ ياٚي دعتگبٖ ث ۀساثط

 

' '( ) ( ) ( ) ( )
x

y y e p x e dx 
 



 

  
11 1

0

11 0 8  

 یو دستگبه جبریتشن

دعوت آِوذٖ اص  ثوٗ( 8)ٚ ( 6) یظ ضوشٚسيٚ ؽوشا( 1) یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيؽشا یٓ ِشحٍٗ ثب گشدآٚسيدس ا

)( یلجووً ثووب اعووتفبدٖ اص ضووشة خووٛاة اعبعوو ۀِشحٍوو  xZ ثووب ( 1) یاغتؾبؽوو ۀٓ ِؼبدٌوویٚ ِؾووتك آْ ثووٗ طووشف ٚ

) ۀدس ثبص یشیگ أتگشاي , )0  :ُید٘ یً ِیتؾى صٛستٓ يذث سا یخجشدعتگبٖ  1

' '

' '

'

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

x

x

y y

y y

y y e p x e dx

y y e y p x e dx

 

 

 
 

 
  





 

 

 






 


     






11 1

0

11 1

0

2 0 1

2 0 1

11 0 9

1 0 1 0 1

 

 مٌضعیای  ظ مرانویت آًردن شرادس بو

ت آْ ِخوبٌف صوفش يٕوبْ ضوشایاعوت ٚ دتشِ یِغوتمً خطو( 9) یووٗ دعوتگبٖ خجوشٓ يوٓ ِشحٍٗ ثوب فوشض ايدس ا

)ِٛضؼیظ يؽشا دعت آٚسدْ دٔجبي ثٗ اعت ثٗ )y  0ٚ( )y  1ٚ' ( )y  0ٚ' ( )y   .٘غتیُ 1
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 :ُيداس( 9)دَٚ ٚ عَٛ دعتگبٖ  ٘بیٗ حبي اص خّغ ِؼبدٌ

' ( ) ( ) ( )

x

e
y p x dx

e

















1
1

1
0

10 10
2

 

 :ُيآٚس یدعت ِ ثٗ (9)دَٚ دعتگبٖ  ۀدس ِؼبدٌ( 11) ۀساثط یگزاس یض ثب خبیٚ ٔ

' ( ) ( ) ( )

x

e
y p x dx

e

















1
1

1
0

21 11
2

 

) ٘بی آٚسدْ ِدٙٛي دعت ثٗ یاوْٕٛ ثشا )y  0ٚ( )y  سا ثوب ٘وُ خّوغ ( 9)اٚي ٚ چٙوبسَ دعوتگبٖ  ٘بی ٗ ِؼبدٌ 1

 :ُيآٚس یدعت ِ ُ ٚ ثٗیوٕ یِ

'( ) ( )( ) ( )( ) ( )
x

y y e p x e dx 
 




   
11 1

0

0 0 1 1 12  

 :داسيُ( 11) ۀدس ساثط( 11)ۀ گزاسی ساثط حبي ثب خبی

 

 

 

 :ُيآٚس یدعت ِ ثٗ( 9)دعتگبٖ  اٚي ۀدس ِؼبدٌ( 13) ۀٚ ثب لشاس دادْ ساثط

 

( ) ( ) ( ) ( )
x

y p x dx p x e dx

e









 


 
1 1 1

1
0 0

21 2 14
2

 

 :ُیوٕ ِیگیشی  ٔتیدٗٗ سا یلضايٓ اوْٕٛ 

x یثووشا (1) یشِٛضووؼیظ غيثووب ؽووشا( 1)ٓ یتىوو یً اغتؾبؽوویفشأغوويدۀ ُ ِؼبدٌوویفووشض وٕوو (1 ۀیقض   0 1  ٚ

0 صوٛست  ووٗ ثوٗ (8)ٚ ( 6) یظ ضوشٚسيثب ؽوشا( 1) یشِٛضؼیغای  ظ وشأٗيؽشا ثشلشاس ثبؽذ ٘شگبٖ  1

  ًیفشأغويد ۀِؼبدٌو xy)(ٓ صوٛست خوٛاة يوذ دس إوً د٘یسا تؾوى( 9) یخجش یدعتگبٖ خط ،٘غتٕذ یِغتمً خط

صوذق  (14) ٚ (13) ٚ (11) ٚ (11) یِٛضوؼای  ظ وشأوٗيدس ؽوشا ،(1)ای  ظ وشأوٗيثب ؽوشا( 1)ٓ یتى یاغتؾبؽ

 .ذوٕ یِ

 ای نقبط مرانو لیدر نسدای  مرانو یىب ویلا یبررس

xای  ه ٔموبط وشأوٗيؤضدای  وشأوٗ ی٘بٗ يوب ػوذَ لايص ٚخٛد یتؾخ یثشا 0ٚx 1  ٔٛاخوت  هيوحوذ اص سٚػ

 :ُيشیگ یدٚ گبَ سا دس ٔظش ِايٓ ِٕظٛس ٓ يذثُ  یوٕ یِىشس اعتفبدٖ ِ

xای  وشأٗ ۀه ٔمطئضدای  وشأٗ ۀيب ػذَ لايٚخٛد  صیتؾخ( گبً اًه 0: 

 :ُیٔؾبْ د٘ xy)(تبثغ ِدٙٛي  یسٚاثظ سا ثشاايٓ  یب ػذَ ثشلشاسي یبص اعت وٗ ِب ثشلشاسیٓ وبس ٔيا یثشا

' '

limlim ( ) limlim ( ) ( )

limlim ( ) limlim ( ) ( )

x x

x x

y x y x

y x y x

 
 

 
 

   

   





0 0 0 0

0 0 0 0

15

16
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
x

y p x dx p x e dx

e









  


 
1 1 1

1
0 0

10 1 13
2
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وٗ  یٚلت( 13) ۀٓ ساثطیاص طشف یشیحبي ثب حذگ 0 ُِيوٕذ داس یً ِی: 

lim ( ) ( ) ( )y p d


 


 
1

0
0

0 17  

 :ُيداس( 1) ۀساثط ۀاوْٕٛ اص ِؼبدٌ

'( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

xx x

y x y e y p e d


 
    




    
0

0 1 0 1 18  

وٗ یٚلت( 18) ۀٓ ساثطیاص طشف یشیٚ ثب حذگ 0 ُِيآٚس یدعت ِ وٕذ ثٗ یً ِی: 

lim ( ) ( ) ( ) ( )

x

y x p d p d


   


  
1

0
0 0

19  

xوٗ یٚلت( 19) ۀٓ ساثطیص طشفا یشیثب حذگض یٚ ٔ 0 ُِيوٕذ داس یً ِی: 

limlim ( ) ( ) ( )
x

y x p d


 
 

 
1

0 0
0

20  

 .ُيثش یِ( 11)ۀ ساثط یثٗ ثشلشاس یپ( 11)ٚ (17)حبي اص سٚاثظ  

 :ُيداس( 18) ۀاص ساثط یشیگ اوْٕٛ ثب ِؾتك

' '( ) ( ) ( ) ( )

xx x

y x y e p e d


 
   






  
0

10 21  

 ٚ ثب اعتفبدٖ اص ساثطٗ 

lim ( ) ( )

x

e
x






 






 

0
22

2
 

)(وٗ دس آْ  x وٗ  یسا ٚلت( 11) ۀشان اعت حذ ساثطيد یتبثغ دٌتب 0 ِدعوت  ثٗٛست ص ذيٓث وٕذ یً ِی

 :ُيآٚس یِ

'lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

y x p x d p x


   


  0
0

23  

xوٗ یٚلت( 13) ۀٓ ساثطیاص طشف یشیٚ ثب حذگ 0 ُِيوٕذ داس یً ِی: 

 
'limlim ( ) ( ) ( )

x
y x p

 


0 0
0 24  

xوٗ یٚلت (11) ۀاص ساثط یشیض ثب حذگیٚ ٔ 0 ُِيآٚس یدعت ِ ثٗوٕذ  یً ِی: 

وٗ یٚلت (11) ۀٓ ساثطیاص طشف یشیاوْٕٛ ثب حذگ 0 ُِيداس( 11) ۀض ثب اعتفبدٖ اص ساثطیوٕذ ٚ ٔ یً ِی: 

'limlim ( ) ( ) ( )
x

y x p
 


0 0

1 1 26
2

 

'lim ( ) ( ) ( )
x

e
y x p d

e









 




 






1
1

10
0

1 25
2
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دس ای  وشأوٗ ۀيوب ػذَ لايٚخٛد  ثٗ( 16) ۀساثط یب ػذَ ثشلشاسي یاص ثشلشاس( 16)ٚ(14)ب اعتفبدٖ اص سٚاثظ حبي ث

xای  ٔمطٗ وشأٗ یىئضد 0  ُيثش یِپی . 

xای  وشأٗ ۀه ٔمطئضدای  وشأٗ ۀيب ػذَ لايص ٚخٛد یتؾخ (گبً دًً 1:  

xای  وشأٗ ۀٔمط یشآ لغّت ثيدس ا 1  ٓکٕیُ ِی یسٚاثظ سا ثشسعاي: 

' '

limlim ( ) limlim ( ) ( )

limlim ( ) limlim ( ) ( )

x x

x x

y x y x

y x y x

 
 

 
 

   

   





0 1 1 0

0 1 1 0

27

28

 

xوٗ یٚلت( 14) ۀاص ساثط یشیثب حذگ 1 ُِيآٚس یدعت ِ وٕذ ثٗ یً ِی: 

limlim ( ) ( ) ( )
x

y x p d


 
 

 
1

1 0
0

2 29  

وٗ یٚلت( 14) ۀاص ساثط یشیٓ ثب حذگیچٕ ٚ ُ٘ 0 ُِيوٕذ داس یً ِی: 

lim ( ) ( ) ( )y p x dx


 
1

0
0

1 2 30  

 .ُيثش یِپی  (17) ۀساثط یثٗ ثشلشاس( 31)ٚ (19)حبي اص سٚاثظ 

وٗ یٚلت( 11) ۀٓ ساثطیاص طشف یشیاوْٕٛ ثب حذگ 0 ُِيداس( 11) ۀض ثب اعتفبدٖ اص ساثطیوٕذ ٚ ٔ یً ِی: 
'lim ( ) ( ) ( )y p




0
1 1 31  

xوٗ یٚلت( 13) ۀاص ساثط یشیٓ ثب حذگیٕچ ٚ ُ٘ 1 ُِيوٕذ داس یً ِی: 
'limlim ( ) ( ) ( )

x
y x p

 


1 0
1 32  

دعوت آِوذٖ اص  ح ثوٗئتوبُ یتوٛأ یحوبي ِو. ُيثوش یِوپوی ( 18) ۀساثطو یثٗ ثشلوشاس( 31)ٚ (31)اص سٚاثظ عشأدبَ ٚ 

 .ُیکًٕ ِطشذ يدس رای ٗ یاٚي ٚ دَٚ سا دس لبٌت لض ی٘ب گبَ

x یثوشا (1) یشِٛضوؼیظ غيثوب ؽوشا( 1)ٓ یتىو یً اغتؾبؽویفشأغويُ ِؼبدٌوٗ دیفشض وٕو.  2 ویضق 0 1  ٚ   

0   :ٓ صٛستيثشلشاس ثبؽذ دس ا 1

xای  وشأوٗ ۀٔمطو یىويدس ٔضدای  وشأوٗ ۀيوفبلوذ لآ یتىو یاغتؾبؽو ۀِغئٍ  (ٌفا 0ۀتٕٙوب اگوش ساثطو ٚاگوش  اعوت 

( ) ( )p p 1 2 0  .ثشلشاس ثبؽذ 0

xای  وشأٗ ۀٔمط یىيدس ٔضدای  وشأٗ ۀيٓ فبلذ لایتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍ( ب 1اعت. 

 

 یریگ جوینت

 دٔجبي  ثٗ یعبص یِٛضؼای  ثباعتفبدٖ اص سٚػ چٙبسِشحٍٗ( 1)-(1)ٓ یتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍ یٓ ِمبٌٗ ثشايدس ا

دعت آٚسدْ   ثٗ یٓ دس پیچٕ ٚ ُ٘ 1 ۀیدس لض( 14) ٚ (13) ٚ (11) ٚ (11) یِٛضؼ ظيؽشادعت آٚسدْ ٗ ث

وٗ ثب  ٘غتیُ (1)-(1)ٓ یتى یاغتؾبؽ ۀِغئٍای  ٔمبط وشأٗ یىيدس ٔضدای  وشأٗ ۀيػذَ لا یثشا یلاصَ ٚ وبف ظيؽشا
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دس ای  وشأٗ ۀيػذَ لا،1 ٗیدس لض (16) ۀساثط یثشلشاس یثشا یٚ ثب اسائٗ ؽشط وبف( 11) ۀساثط یثشلشاس

xای  وشأٗ ۀٔمط یىئضد 0 ْػذَ ،1 ٗیثب اعتفبدٖ اص لض( 18)ٚ (17)سٚاثظ  یض ثب ثشلشاسیٚ ٔ د٘یُ ِیسا ٔؾب

xای  وشأٗ ۀٔمط یىيدس ٔضدای  وشأٗ ۀيلا 1 ٔ ُيؼ داديض ّٔبیسا .  
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