
��������	
��
������������
���������������������������������������������������������������������������������������	�
��������

�����
���
� ���!
"�#$��

�����

��
�����	�
��
�����������������	������������������ �!
�"#�$%

&��'(��)�����*�+,-���.#�%�����/0��1�����2��,0 
��

����%��

�&���������'�(�����)�* 

�+
���	&�,����
-������	�.�
������/(%��	
��
����

��

3�,4� 

���0��1111��
��23�
11114��511116��1111%
7��81111�����11119��:�1111/;���1111<��=�/��1111>�5)1111 
��?������)�@1111��
1111A

������

1111��3
A�B1111���C1111D�E��F1111 A��1111A��1111G�H��I&���1111
�J%�����1111�'��=1111/�K
11117
����	�
?�1111D��
1111A

L&
1111,-����1111
�J%C1111D��E������1111M
��������1111%�
4��N��1111��	�1111��O1111<P���1111
�J%�Q�1111D�I&��81111�����

111%�
4��&��111�>�,R�0��111��
�;�	�111��	����F���111��&��111<��5)111 
��?�� 111%�
4��S111���111A���R���111 ���
�

���L&
11,��111�'��=111/�K
1117
����	�
?�111D��
11A�TU111D��=)111GV��111��5��11H�-�111%�
4�����111
�J%R��5��111H���111 ���
�

��Q�111H��23�
1114�����	
��111D��S111����111A�F111 A�0�111WX��B���111+�
111A��111<��111
�J%��111�������111V���111�

����F11 A�B���11+��	
��11D��5116��11
�J%����11A�N��11��OA
11����11��C11D���11�YE����
11A����I&������
11V��11�Y���

0
Z���5)�'��&���(X����
/���=)GVE 

��


��$���

�23�
4��0����
��;�5) 
��?���� 0
D� 5��&�� ��� ���A��$[[�� Q�\)�&� FD�����%����� �>�4��]�^;]#[E��8��

�
4����������23 ��"���S�()>��S)

.���2
_
H�������)�&��-���
`�P��5-�&��
���
D4����Q�
D���()%��

	
,&�)
��� /�Q
/���&�Q�Y���V
/�������&��>�Q
/��A�
V
��]a^;]b [E��Y�56�Q��A���&
?���Q
/�I&����GV�
���
/

�CD�� 	��� �c��E�-dCU��]e[�
4��=�/��>� 0����
�� 23;��� ��f)�Y� Q���%&� �� �D��A��V��8��V# ] g[��I&�

=/�Q��A� �����'���560����
��23�
4��=�/��>�;����%&�&��
&�Aa�]$[�=/�I&��0����
��23�
4��Q��A� �����'�

=�/��>�;�����%&�<��)h��A�	��A��
V�&��
�����]�[[��I&�i%�&j��56�Q��A0����
��23�
4��;��8�
����/�5) 
��?��

=�/��>��5)�'��&���(X�	����CD��k
G�+��
��b��	�
?�D��
AI&�����=/�Q
/�8�\UD��OA����&���'��]��[L
HG) %
���e�

�A������G"�S�V�Q��/l)��Q
l����]��[���&Q�)WAg��A�A�(�)A���S����S�Vl��I&��	���/�=/�Q
/��&���'�%
,l8)V���

35�����,�6����7�0����
��23�
4��;=/�K
7
���

����)�@���=�/���>�5) 
��?���,���'����
J%�F A�����
J%�L&
��

�C>
���#m$mg$��������������������I��n-#m�[m$���
o0�p ��	�G ��
���������������ordokhani@alzahra.ac.ir�����������

�. Volterra�               �. Pachpatte #������������� . Kauthen               q. Brunner�              r. Walsh��

s. Ayad�              e. Yalcinbas               g. Behiry��

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             1 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�89�

]�#[���56��A0����
��23�
4�;��5) 
��?���G�����-.�=/�8)G"��I&�8�\UD��]�a[���I&��H����
4����

S����8�\UD��]�j[���I&���
&�-�
��V�]�b[��I&��	���
��,��
/�]�e[�����)��I&��]�g^��]�g[��t�)H"�I&��

]�[[����
�J%�I&��&]��[�0����
��23�
4��56�Q��A;��A��

����)�@��
A�5) 
��?��CD����>���
V�E��
V���'�

0����
��23�
4��56��%
7��8�����;�5) 
��?���=/�I&�����	�
?�D��
A��

����)�@��
A��<��=�/��>���'����
�J%

CD�� E=/�I&����� 	�
?�D�� 
A� ��%
7��8����������G"����
�J%���'�Q������
�J%�Q
/�%�
4��N����B��7��Q��A�R

0����
�;���

����)�@��
A��<��=�/��>�5) 
��?����

u�v���������������
0 0

( ) ( )*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , 0, ,
m n b

a
k r

k r
rk x y x x y x f x K x t y t dt a x bP P τ τ τ

= =

+ − = + − ≥ ≤ ≤� � ���

���f)�Y�F�����
A����8�����w�>�
A�&��
�.��N���A��=��A�����
V���

�u�v������������
1

( ) ( ) ( )

0

0,1, , 1, ,[ ( ) ( ) ( )] ,
m

k k k
iik ik ik

k

i m a c ba y a b y b c y c µ
−

=

= − ≤ ≤+ + =� ���

V��B���+��Y����ik
a��ik

b��ik
c�&�iµ&�	��A����4���7)76�Q
/�CA
x�
/( )

k
P x�( )rP x

∗�( , )K x t&( )f x�()


���G� /����4��OA�E 

��:���	�-#�%�
��

�G"������Q��Q&����
�J%�Q
/��
Ay�[ 1,1]−�A8�����2��9����t��4��
��*���

0 ( ) 1,l z =  

1 ( ) ,l z z=  

u#v���������������������������������������������������������
1 1

2 1
( ) ( ) ( ), 1, 2 , .

1 1j j j

j j
l z z l z l z j

j j
+ −

+
= − =

+ +
�

 

V��&� OA
�� �A� CH 
� �( ) 1w z =�
��
4�� �
-� S�� &R�Q��A� 5�
V� ��
4��2[ 1,1]L −� CD�]��[� E�8��� �,�

�����G"�Q��
/��Q&�����
Ay�� AR�[a , b]�������G"��Y��A��=��)�A��M
����Q�������V�=)��,���>
��0
7�
����
�J%�Q
/�

�8��<A���R�GV����z�9����,�
A*��

0 ( ) 1,L x =   

1

2
( ) ,

x a b
L x

b a

− −
=

−
  

uav��������������    �������������������
1 1

(2 1)(2 )
( ) ( ) ( ), 1, 2, .

( 1)( ) 1j j j

j x a b j
L x L x L x j

j b a j
+ −

+ − −
= − =

+ − +
���

%�
4�R�u��vA���8���5.��=��),�����M
���*��

uj����������������v�����������������������������������������������������������������( ) ( ) ( ) ( ),E x R x f x I x+ = +���

�V��Y����������������

0 0

( ) ( )*( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( , ) ( ) .
m n

b

a
k r

k r
rkE x x y x R x x y x I x K x t y t dtP P τ τ

= =

= = − = −� � �  

�=)GV�w�>( )y x�A�F A�5A
P�B 6�������G"Q���>
��0
7�
���
�J%�Q
/���
A��T-��

ubv���������������������������������������������������������������������������������������������������
0

( ) ( ),
j j

j

y x a L x
∞

=

=���

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             2 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8;�

��V��Y������>
��0
7�
����
�J%�B���+��G4�jaA�
/8���2��9��A����CD���G�Y*��
2 1

( ) ( ) , 0,1, .
b

j j
a

j
a y x L x dx j

b a

+
= =

− � �  

�����,�ubv��( )y x��
A���(N+1)����R�=)
(A�B��7��0&�� C����=)/�������

uev���
0

( ) ( ) ( ) ,
N

j j

j

T
y x a L x L x A

=

==�                                                                                        

    ��

�A�Q��_��V*��

� �[ ] [ ]0 1 0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) , , ,..., .
N N

T T
L x L x L x L x A a a a= =

�������

��

=/��8)G"�{��������A( )L x�A8�����
)A�2��9�������]��[*��
ugv� ��������������������������������������������  ��( ) ( ),L x D L x′ =                                                              

      

�V��Q��AN|&��Q
/���

� �

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0 0
2

,1 0 5 0 0 0 0 0

1 0 5 0 9 2 3 0 0

0 3 0 7 0 0 2 1 0

D
b a

N

N

� �
� �
� �
� �
� �

= � �−
� �
� �

−� �
� �−� �

�

�

�

�

� � � � � � � � �

�

�

��

�Q��A�&N���>�Q
/��
0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0 0
2

.1 0 5 0 0 0 0 0

0 3 0 7 0 2 3 0 0

1 0 5 0 9 0 2 1 0

D
b a

N

N

� �
� �
� �
� �
� �

= � �−
� �
� �

−� �
� �−� �

�

�

�

�

� � � � � � � � �

�

�

 

�
����T��i
D��"��/i�}�(A���
A�����2����T���
��=�����&�CD����*�1 0N

D
+ =E��

%�
4�����	�
?�D��
A��Q
/�ue�v�&ug�vC����=)/���*                                                                               

   u$���v���������������������������������( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) , 0,1,..., .

k T
k T K

k

Td L x
y x A L x D A k m

dx
= ==��

Q
��
A�Q��n,( )x τ−��Q
���Ax����ua�v����X)�
�����]��[*��

u�[v����������������������������������������������������������
0

( ) ( ), , 0,1,..., ,
j

j jk k

k

L x h L x x j Nτ τ
=

− = > =���

��V�Y���*��

u��v����������������������������������������������������������������������
0 ,0 1,0 ,

2
1, , 1, 1, ... , ,

j j
h h h j N

b a

τ−
= = = =

−
��

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             3 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8��

u��v�������������������������������������
1,0 ,1 ,0 1,0

2 1 2 1 2
( ) , 1, 2, ,

3( 1) 1 1j j j j

j j j
h h h h j

j j b a j

τ
+ −

+ +
= − − =

+ + − +
���

u�#v����������
1, , 1 , 1 , 1,

2 1 1 2
{ } , 1, 2, ..., 1,

1 2 3 2 1 1j k j k j k j k j k

j k k j
h h h h h k j

j k k b a j

τ
+ + − −

+ +
= + − − = −

+ + − − +
���

u�av�����������������������������������������������������������������������
1, , 1

2 1 2
{ },

1 2 1j j j j

j j
h h

j j b a

τ
+ −

+
= −

+ − −
��

�X)�
���C����=)/���*��
u�jv  ��������               ����    �����������������������������������������������������������������������( ) ( ),L x H L xτ− =��

��VH���
���Z�Z��8)�
-�T�����CD�*��

u�bv�  ������������������������������   �����������������������������
1,0

2,0 2,1

,0 ,1 ,2 , 1

1 0 0 0 0

1 0 0 0

.1 0 0

1m m m m m

h

H h h

h h h h −

� �
� �
� �
� �=
� �
� �
� �
� �

�

�

�

� � � � � �

�

��

=/��A�
A�8)G"��Q�),�
VFA�&��uev��ug�v�&u�j�v����X)�
����*��

�u�ev�����( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) , 0,1,..., .( ) ( )

r T r T
r T T r T

r r

Td L x d L x
y x L x D H A r n

dx dx
A H A

τ
τ

−
− == = =���

�A�Q��A�%�
4��N�������&Y�CD�R�u��v�A���f)�Y�F�����	���/�u�v��L&
,���'��=/�K
7
���;�������
�J%%�
4�R�

uj�v���	�
?�D��=)GV�E
GA��A����8=����*���

�u�gv����������������������������������������������������������( ) ( ) ( ) ( ), 0,1, , .
i i i i

E x R x f x I x i N+ = + = ��

�n%��� ���
��5.�%�
4�R�u�g�vA8���CD��2��9*��

,E R F I+ = + u�$�����������������������������������������������������������������������������������v��������������������������

�����Y�����V*  

0 0 0 0

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , , .

( ) ( ) ( ) ( )
N N N N

E x R x f x I x

E x R x f x I x
E R F I

E x R x f x I x

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �= = = =
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

� � � �

 

��X)�
���5.��� ���
��E�=/�K
7
�FD���A����'�8�������
)A�2��9����*��

( )

0

,
m

k

k

k

E P Y
=

=� u�[����������������������������������������������������������������������������������������������v����������������  

�Y�����V*��
( )

0 0

( )
1 ( ) 1

( )

( ) 0 0 ( )

0 ( ) 0 ( )
, .

0 0 ( ) ( )

k
k

k

k k

k

k

k N N

P x y x

P x y x
P Y

P x y x

� �� �
� �� �
� �� �= =
� �� �
� �� �
� �� � � �

�

�

� � � � �

�

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             4 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8<�

�
AQ
��=/�K
7
�Q��n,�������'�%�
4�R�u$v���8������X)�
��<A������*��
( )

0 0

( )
( ) 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )
~ ( ) ( ) ,

( ) ( )

k T

k T

k T k T k

k T

N N

y x L x

y x L x
Y D A L D A

y x L x

� � � �
� � � �
� � � �= =
� � � �
� � � �
� � � �� � � �

� �
u����������v���������������������������������������������������

���� 
�V 

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( )

N

N

N N N N

L x L x L x

L x L x L x
L

L x L x L x

� �
� �
� �
� �
� �
� �

=

�

�

� � � �

�

 

�n%�3�
4����2�u�[�v&�u���v=����*��

0

~ ( ) .
m

T k

k

k

E P L D A
=

� u���������������v������������������������������������������������������������������������������������������  

�8)G"�=/i�
�
�T���
��R�����<A����A
��R�u���v<A������	�
?�D��
A�&R�u�e�v���A�����8���C��
�2��9*��

0

~ ( ) .
n

T r T

r

r

R P L D H A
∗

=

� u�#����������������������������v���������������������������������������������������������������������

���� 

�Y�����V*��

0

1

( ) 0 0

0 ( ) 0
.

0 0 ( )

r

r

r

r N

P x

P x
P

P x

∗

∗
∗

∗

� �
� �
� �=
� �
� �
� �� �

�

�

� � � �

�

 

��GV���� /�( , )K x t%�
4�� �%����
�� ifA� ��R�u�� v��� �M
� ��� ���=��),� EY� B��7����F A� ��� 	�
?�D�� 
A

�����G"�Q����H���������>
��0
7�
����
�J%�Q
/N�A8��������
�2��9������* 

u�av  ������
0

( , ) ( ) ( ),~
N

r r

r

K x t k x L t
=

�                                                                                        

    ��

( )rk x�B���+�
/�&��G� /���
�J%��

2 1
( ) ( , ) ( ) , 0,1, , .

b

r r
a

r
k x K x t L t dt r N

b a

+
= =

− � ���


GA��A�T���
��8����i�
�
( , )K x t�A8����2��9CD�*��

u�j���������v������������������   �������������������������������������������������������������������( , ) ( ) ( ),~ T
K x t k x L t��

�Y�����V*��

[ ]0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) .
N

T
K x k x k x k x=��

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             5 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8=�

��%�
4���%����
��ifA�Q��A�0
6u�v�A�
A����FA�&��Q�),�
Vuev��u�jv��&u�j�v=����*��

u�bv��  ������������( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

T T T

a a

T T
I x K x t y t dt k x L t L t H Adt k x Z H Aτ= − ==� ���

�Y�����V�Z������G"�Q��
4��C)9
�����	�
?�D��
A�Q��A���>
��0
7�
����
�J%�Q
/8���CD��2��9*��

u�e��v  ������������������������������������������������

1
3

1
5

1
2 1

01 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) .0 0 0

0 0 0

b

a

N

T
Z L t L t dt b a

+

� �
� �
� �
� �= = −
� �
� �
� �
� �

�

�

�

�

� � � � �

�

��


GA��A�Q
��
A�8���=/�K
7
�Q��n,�<A������'�R�u�b�vA8������5��H��2��9����*��

( ) ~ ( ) ,T

i i

T
I x k x Z H A u�g���������������v������������������������������������������������������������������������������������

���� 


GA��A�C����=)/����8���*��

u�$���������������������v����������������������������������������������������������������������������������������~ ,T
I K Z H A�

�V��Y���*��

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( )

N

N

N N N N

k x k x k x

k x k x k x
K

k x k x k x

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

�

�

� � � �

�

 

��

+>���	�!
�?@��� ���

Q
��
A��� ���
��FA�&��Q��n,u��v��u�#�v&u�$�v%�
4����R�u�v���8��%�
4�R�C����=)/�������� ���
�* 

�u#[v����������������������������������������������
0 0

( ( ) ( ) ) .T T T T

k

m n
k

r
k r

r
P L D P L D H KZH A F

= =

∗+ − =� ���

%�
4�R�u#[�v��A���5.��8����9\������ ��
�=)GV*��

u#�������������������������������v��������������������������������������������������������������������������������,WA F=��

�	
��D�u#�v���	
��D��S�(N+1)��
A��%�
4�(N+1)��0�WX��B���+���
�J%CD���Y�����V*� ���

u#�v������������������������������������������������
0 0

[ ] ( ) ( ) .T k T T T

ij k

m n

r
k r

r
W w P L D P L D H KZH

= =

∗= = + −� ���

Q
��
A�<A���Q��n,R��� ���
�u$�v�����f)�Y�F�����u��v�=������

u##v�����������������������
1

0

[ ( ) ( ) ( )]( ) , 0,1,..., 1.
m

T T T T k

ik ik ik i

k

a L a b L b c L c D A i mµ
−

=

+ + = = −���

�n%���������P�
A*��

u#q�v������       �����������������������������������������������
1

0

[ ( ) ( ) ( )]( ) ,
m

T T T T k

ik ik ik

k

U a L a b L b c L c D
−

=

= + +���

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             6 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8A�

�	�
?�D��
A%�
4����R�u#qv�C����=)/���*��

u#r����������������������������������������������v�������������������������������������������������������,UA µ=��

�Y�����V*��

u#s��v�����������  ��������������������������������������������������������������������0 1 1[ , , . . . , ] .T

mµ µ µ µ −=���

�A�Q��A���GV��%�
4��N�������&Y�CD�R�u��v� ��f)�Y�F�����C'�u�v��m�%�
4�R�u#r�v� 
A� ��m�%�
4�R���Y�

u#��vQ
�����8�(,�=)GV����
����	�
?�D��
A�TUD���(>���Mathematica���f 
jE��&�	
��D��56��<����B���+

�A���>
��0
7�
����
�J%�0�WX�����CD��Q
��
A�&��G�Y�<A�������Y�Q��n,R ue�v�N����B��7�( )y x��A����CD����YE�

� ��"%�
4�� �V�CD�� 	���w�>R�u�� v�A�� ��f)�Y� F����� 	���/u�� v����� 
�.��N�����
GA��A���<�� 	
��D�� 8��

�����
�.��N����59
6E��

��Y���������G"��V�
�����
�J%�Q�ue�v%�
4��Q��A��H��7��N����S�R�u��vCD����N�����V���P&( )y x��2
7����&

Q
���Y����8�(,��
�����Y�	
,�Q��A��/�[ , ]
i

x a b∈���V0,1, ,i N= ��������P�=)/�*��

0 0

( ) ( )*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) 0,
m n

b

i i i i i i i
a

k r

k r
rkD x x y x x y x K x t y t dt f xP P τ τ

= =

= + − − − − ≅� � ���


���
( ) 10 ,

i
is

D x
−

≤��

�Y�����V�is���CD��CHZ��~)'9��E��

0
6���,�max 10 10i ss− −=�u��Vs�CD��CHZ��~)'9������/�v������w�>�Y�	
,�N���V��

���
�( )
i

D x�

S"�V��<7
��/����������10 s−����i��(>�������A
�E�
GA��A����8��������s�����u10 s−��v�A��
�,����V�N
f�
��Q�

�A�
��=)D�A��M
������CP�E�=/��8)G"�OA
�A�
<�8���CD��2��9*��

0 0

( ) ( )*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
m n

b

N N N
a

k r

k r
rkD x x y x x y x K x t y t dt f xP P τ τ

= =

= + − − − −� � �
��

�Y�����V*���

0

( ) ( ).
N

N j j

j

y x a L x
=

=���


,B@�7	
,�/�[ , ]kH a b�>�&���
A�t%�A�D�Q
�( ) [ , ]ky t H a b∈��Y�	
,*��

2

0 [ , ]
0 [ , ]

( ) ( ) ( ) ,k

N
k

j j a b
j L a b

H
y t a L x c N y t

−

=

− ≤���

�Y�����V�0c��CD��CHZ�&���A( )y t��&N�����
���� A�]�#E^ 

��

&�C�������	����#2	�����D������

0
Z���E %�
4�R�0����
�;�=�/��>�5) 
��?�����<�H����R0&�*��

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             7 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8��

1

1
'( ) ( ) '( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) , 1 1y x y x xy x y x x x t y t dt x

−
− + − + − = − + + − − ≤ ≤���

���f)�Y�K���
A��

( 1) 2 (0) (1) 0.y y y− − + =��

�������M
����=��),�]�$[E�0
Z��8������=����*��

0 1 0 1( ) 1, ( ) 1, ( ) 1, ( ) , ( ) 2, ( , ) , 1.P x P x P x P x x f x x K x t x t τ∗ ∗= − = = = = − = + =  

�ifA�I&��0
����
A�# Q��A�&���N=�A������
�J%�B���+8����A�2��9����CD��=��&Y*��

0 1 24, 3, 0.a a a= = =  

Q
��
A�%�
4�����B���+�8���Q��n,R�uev�N�����( ) 3 4y x x= +��A����CD�����Y�CD���4P�&�N�����VE��

0
Z���E�0����
���%�
4�;��>�5) 
��?���H�����<��=�/R��&���
A��8���F����)%&�������M
��������=��),]�$[*��

�
0

1
"( ) '( ) ( ) '( 1) ( 1) ( 1) ,xy x xy x xy x y x y x e e t y t dt−

−
+ + + − + − = + + −���

'(0) 1, (0) 1.y y= = −  

���0
Z��8�� ��4P�&�N���( ) x
y x e

−=�CD�� E�ifA�I&��0
���� 
Au#v���Q��Ae�N=��A�N�����
A� 	��Y�CD�

�����������
�
�]�$[��0&�������7�	���� �
��
�.��

�&��
;�EF#�(���&�C�����D���

	����c����I&���
A
e�N=��

I&�����)��]�$[��
A
e�N= 

{)P��N�����X 

e�g�gjm�  e�b�m�  e�g�g�m�  [m�;  

aj$b[bm�  abaem�  aj$b[#m�  $m[;  
��jja#m�  ��gbm�  ��jja�m�  gm[;  
[�#ejam�  [�jam�  [�#ej#m�  em[;  
g����$m�  g��$m�  g����$m�  bm[;  
bage��m�  baggm�  bage��m�  jm[;  
a$�g�jm�  a$�gm�  a$�g�jm�  am[;  
#a$gj$m�  #a$gm�  #a$gj$m�  #m[;  
���a[#m�  ���#m�  ���a[#m�  �m[;  
�[j�e�m�  �[j�m�  �[j�e�m�  �m[;  
[[[[[[m�  [[[m�  [[[[[[m�  0/0 

0
Z��#E�%�
4�R�0����
�;��>�5) 
��?���H�����<��=�/R��F�����
A���D�)%&����
1

''' ''

1
( ) '( ) ( 1) ( 1) ( 1)[ ( 1) cos( )] cos2 1 ( 1) ,y x x y x y x x y x x sin x x y t dt

−
− + − − − =− + − + − + + −���

' ''(0) 0, (0) 1, (0) 0.y y y= = =
 

����M
��������=��),]�$[��0
Z��8������4P�&�N����Q���( ) sin( )y x x=�CD��E�Q��AeN=���I&�����	�
?�1D��
A�

�ifA#�A���
�
���������������
�
�
A�	��Y�CD�]�$[�0&���������	���� �
7���
��E=/��Q��1A���
�
�8)G"��[N=���(1)


���	�/
���0&���8���������E��

��

��

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             8 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�88�

�&��
��EF#�(���&�C�����D<��
	����c����I&��
A��[�

N=��
	����c����I&��
A�e�

N= 
����)��I&�]�$[�
A�e�

N= 
{)P��N��� X 

ga�ae�m[�;  ga�j�#m[�;  $[�g#�m[�;  ga�ae�m[�;  [m�;  

e�e#jbm[�;  e�e#e[m[�;  ea[�gem[�;  e�e#jbm[�;  gm[;  

jbaba�m[�;  jbababm[�;  je��egm[�;  jbaba�m[�;  bm[;  

#g$a�gm[�;  #g$a�$m[�;  #$[b�$m[�;  #g$a�gm[�;  am[;  

�$gbb$m[�;  �$gbb$m[�;  �$ge#gm[�;  �$gbb$m[�;  �m[;  

[[[[[[m[  [[[[[[m[  [[[[[[m[  [[[[[[m[  [m[  

�$gbb$m[  �$gbb$m[  �$gb�bm[  �$gbb$m[  �m[  

#g$a�$m[  #g$a�em[  #ggb[$m[  #g$a�$m[  am[  

jbaba�m[  jbab#gm[  jb[g��m[  jbaba�m[  bm[  

e�e#jbm[  e�e#a#m[  e[jgeem[  e�e#j$m[  gm[  

ga�ae#m[  ga�a#$m[  g�a[$gm[  ga�ae�m[  [m�  

�0
Z�q�E%�
4�R�0����
�;��5) 
��?���=�/��>H�����<�R��
A��&��8���F�����)%&������M
�������=��),�]��[*��
1

'' ' '

1
( ) ( ) ( ) 2sin( ) sin( ) ( ) , (0) 1, (0) 1.x t

y x x y x xy x e x x e y t d t y y
−

−
+ − = − + = =�  

�Y��4P�&�N�����V( ) x
y x e=  CD�E��Q��A$�N��Q
<��H��7��N����
A���Q
<�������������
�
�O���]��[�

0&������#�	���� �
7��=/�
A��
�E�����
<���V�CD���V���A���3<7
R0x =�CD���?9�
A��A��AE��

�&��
<�E���/0�&�C�= 
x [m�; gm[; sm[; qm[; �m[; 

�I&�]��[��
A$�N= b;�[×#�ggm[�� b;�[×#�j�m[�� b;�[×#[bbm[�� b;�[×#[�[m[ b;�[×#[[�m[ 

I&��	����c�����
A$�N= �[�;�[×��jjm[�� ���;�[×$#g�m[�� ���;�[×b�aam[ ���;�[×jebgm[ ���;�[×#$e�m[ 

x�� �m[�� am[�� bm[�� gm[�� [m���

�I&�]��[��
A$�N= b;�[×�$$bm[�� b;�[×�$eem[�� b;�[×�$�#m[�� b;�[×�g�em[�� e;�[×�#j[m[��

I&��	����c�����
A$�N= ���;�[×aej$m[�� ���;�[×�bg�m[�� ���;�[×e#abm[ ���;�[×gg[�m[�� g;�[×��#$m[��

Z��0
rE�%�
4�R�0����
�;��>�5) 
��?���H�����<��=�/R��
A��&��8������M
��������)%&��F�����=��),] �[[*��
1

2 '' ' '

1

1
( 4) ( ) ( 4) ( ) ( 1) ( 1) ln( 3) 3ln(3) 5ln(5) ( ) ,

3
x y x x y x y x y x x y t d t

x −
+ − + + − − − = + − + − +

+ �  

' 1
(0) ln(4), (0) .

4
y y= =  

�Q������V�{)P��N���( ) ln( 4)y x x= +�CD��E�Q
<��H��7��N������Q��Ae�N=
A���ifA�I&�����	�
?�D��

#�&��� �
7��
A�	����
X
��Q
<��O���]�[[�0&�������a����	�/
������E��

�&��
G�E���/0�&�C�A��
	����c����I&���
Ae�N= �I&�]�[[��
Ae�N= X 

�b�;�[×���m[ j;�[×�[[m[ [m[ 
�[�;�[×$��m[ j;�[×�[[m[ �m[; 
$;�[×b##m[ j;�[×�[[m[ �m[; 
g;�[×�$�m[ j;�[×�[[m[ #m[; 
g;�[×a[#m[ j;�[×�[[m[��am[; 
g;�[×be$m[ j;�[×�[[m[ jm[; 
g;�[×$ebm[ j;�[×�[[m[ bm[; 
e;�[×��#m[ j;�[×�[[m[ e�m[; 
e;�[×�#$m[ j;�[×#[[m[ 8m[�; 
e;�[×�agm[ j;�[×e[[m[ 9m[�;��
e;�[×�bem[ a;�[×�a[m[ [m� 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                             9 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8H�


I,(����,J��

=/�I&���%
7��8�������23�
4��56�Q��A���
�J%���'�0����
�;�>�5) 
��?���=�/���

����)�@��
A�A���
V���>�,

���E�
G"����	�/
����Vy�����8���A�����%�
4���D
-����A��I&����M
������
�J%�OA��������< A�2��9���=��),��&

=/� K
7
� ��� 	�
?�D�� 
A�TUD�� ��'��L&
,� ���
�J%%�
4�R�� �M
� ����%�
4�� 	
��D��S�� �AR��5��H�� �<��Q�H�

������E�%�
4����R�u#��v�
�T����Q
/Z� �H�&D�	����/
��T���
��8�����"� ��
���2���� 
/ui
D�i��(>�� 
Ai�

2����CD�����v��G� /�
GA��A����i/
V�2
HD
'���
���&�=X6�8����A
�����n%�&�N���CP��Q�����&�����
-�I&�

=/� &�C��D�CD���������A���3
A�����,� E=/��2\���8�>�,��M
���� 
A�8)G"i)A��CP�� ���
�J%�F A����Q��

�A�N�������i��(>��	��Y�CD���A
�E��I&��8��������5A
P��,J�&�S�Y�Q������%�
4���V���3
6������V�CD���

�����G"�N�����������Q�R�N�=V�
��������N��A����{)P��N�����I&��8������	�
?�D��
A�CD�����CD��=��&YE��
A

�����V�2
6\9��A����I&��8��������56�Q��	
��D��S��0����
��23�
4����;��5) 
��?�������

����)�@��
A

���f)�Y�F�����
A�3
A�B�����A�()
���A��
VE��

��

����	�@����4K%��

CD��	����
X
����/(%��	
��
���C�
�6�
A��
V�8��E��

��

�L������

1. C. T. H. Baker, "The Numerical Treatment of Integral Equations", Oxford, New York, 

Clarendon�Press�(1977). 

2. M. Bocher, "Integral Equation", Cambridge University Press, London (1974). 

3. V. Volterra, "Theory of Functionals and of Integral and Integro-Differential Equations", 

Dover�Publications, New York (1959). 

4.  T.  L. Saaty, "Modern Nonlinear Equations", Dover publications, New York (1981). 

5. W. Wang, C. Lin, "A New Algorithm for Integral of Trigonometric Functions with 

Mechanization", Appl. Math. Comput., 164 (1) (2005) 71-82. 

6. M. T. Rashed, "Numerical Solution of Functional Differential, Integral and Integro-

Differential�Equations", Appl. Math. Comput., 156 (2004) 485-492. 

7. B. G. Pachpatte, "On Mixed Volterra-Fredholm Type Integral Equations", Indian J. Pure 

Appl.�Math., 17 (4)�(1986) 488-496. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                            10 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�8��

8. J. P.� Kauthen, "Continuous Time Collocation Methods for Volterra-Fredholm Integral 

Equations",�Numer. Math., 56 (5) (1989) 409-424.  

9. H. Brunner, "On the Numerical Solution of Nonlinear Volterra-Fredholm Integral Equations 

by Collocation Methods", SIAM J. Numer. Anal., 27 (4) (1990) 987-1000. 

10. Y. Ordokhani, "An Application of Walsh Functions for Fredholm-Hammerstein Integro-

Differential Equations", Int. J. Contemp. Math. ScienceE, 5 (22) (2010) 1055-1063. 

11. A. Ayad, "Spline Approximation for First Order Fredholm Delay Integro-Differential 

Equations",�Int. J. Comput. Math., 70 (3) (1999) 467-476. 

12. S. Yalcinbas, M. Sezer, "The Approximate Solution of High-Order Linear Volterra 

Fredholm Integro-Differential Equations in Terms of Taylor Polynomials, Appl. Math. 

Comput.,�112�(2000)�291-308. 

13. S. H. Behiry,� H. Hashish, "Wavelet Methods for the Numerical Solution of Fredholm 

Integro-Differential Equations", Int. J. Appl. Math., 11 (1) (2003) 27-36. 

14. A. Ayad, "The Numerical Solution of First Order Delay Integro-Differential Equations by 

Spline�Functions", Int. J. Comput. Math., 77 (2001) 125-134. 

15. M. Lakestani, M. Razzaghi, M. Dehghan, "Semiorthogonal Spline Wavelets Approximation 

for�Fredholm Integro-Differential Equations", Math. Probl. Eng., 2006 (2006) 1-12. 

16. F.A. Rihan, E. H. Doha, M. I. Hassan and N. M. Kamel, "Numerical Treatments for Volterra 

Delay Integro-Differential equations", Computational Methods in Applid Mathematics, 9 (3) �

(2009)�292-308. 

17. K. Maleknejad, F. Mirzaee, "Numerical Solution of  Integro-Differential Equations by Using 

Rationalized Haar Functions Method", Kybernetes Int. J. Syst. Math., 35 (10) (2006) 1735-

1744. 

18. M. Sezer, M. Gülsu, "Polynomial Solution of the Most General Linear Fredholm� Integro-

Differential-Difference Equations by Means of Taylor Matrix Method", Complex�Variables 

and Elliptic Equations, 50�(5) (2005) 367-382. 

19. M. Gülsu, M. Sezer, "Approximations to the Solution of Linear Fredholm� Integro-

Differential-Difference� Equation of High Order", Journal of the Franklin Institute, 343 

(2006) 720-737. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

                            11 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html


=/�I&�������G"���'��Q���A���
�J%�Q
/Q��0����
��23�
4��N����B��7�EE������������E�������������������

�&�����%���������'�(�����)���

�

�H9�

20. M. Gülsu, Y. Öztürk, M. Sezer, "A new Collocation Method for Solution of Mixed Linear 

Integro- Differential- Difference Equations", Appl. Math. Comput., 216 (2010) 2183-2198. 

21. A. Saadatmandia, M. Dehghan, "Numerical Solution of the Higher- Order Linear Fredholm �

Integro-Differential-Difference Equation with Variable Coefficients", Comput. Math.�Appl., 

59�(2010) 2996-3004.  

22. S. Yalcinbas, M. Sezer, H. Hilmi Sorkun, "Legendre Polynomial Solutions of High-Order 

Linear Fredholm Integro- Differential Equations", Appl. Math. Comput., 210 (2009) 334-

349. 

23. C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni, T. A. Zang, "Spectral Methods in Fluid 

Dynamics",�Springer- Verlag, New York. (1988). 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

18
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

https://system.khu.ac.ir/jsci/article-1-1442-fa.html
http://www.tcpdf.org

