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 بررسی رفتار دینامیکی پل ها تحت اثر بار متحرک

 
 ؛ ، مرتضی طهماسبی*غلامرضا نوری

 دانشگاه خوارزمی، دانشکده فنی و مهندسی
90/91/14 پذیرش                    91/8/14 دریافت:  تاریخ  

 چکیده
افزایش روزافزون سرعت و جرم قطارها و وسایط نقلیه از یک سو و تمایل به ساخت 

شود تا از سوی دیگر باعث میها پذیری سازهو در نتیجه افزایش انعطافتر های سبکسازه

پوشی  قابل چشم های پل، غیرگیری مدل نیروی متحرک در طراحی سازهکارخطاهای ناشی از به

پل . است شدهها تحت اثر بار متحرک بررسی حاضر، رفتار دینامیکی پل ۀدر مقال. باشد

جا که در مدل کردن بار متحرک  از آن برنولی دو سر مفصل مدل شده است-صورت تیر اولر به

این از این رو، گردد، با استفاده از مدل نیروی متحرک از اینرسی جسم متحرک صرف نظر می

دارای اعتبار ( سرعت، جرم) مؤثرهای بسیار کوچکی از پارامتر ۀسازی در محدود نوع مدل

گاهی، مدل جرم متحرک  کنشی بین بار متحرک و سازه تکیهبا لحاظ کردن نیروهای اندر. است

سازی در این بررسی نشان  نتایج مدل. شود میبرای تعیین معادلات دینامیکی حاکم استفاده 

تیر در مدل جرم متحرک با افزایش جرم و سرعت  ۀدهد تغییر مکان دینامیکی وسط دهان می

طور مثال برای  به. کند گیری پیدا می چشمنقلیه، نسبت به مدل نیروی متحرک اختلاف  ۀوسیل

 8/0و سرعت وسیله نقلیه برابر  91/0برابر (  جرم متحرک به جرم کل تیر)نسبت جرمی 

، اختلاف تغییر (شودصورت طول تیر تقسیم بر پریود اول تیر تعریف می که به)سرعت مبنا 

 . ستادرصد  99تیر در دو مدل حدود  ۀمکان دینامیکی حداکثر وسط دهان

 

 .نیروی اینرسیبرنولی، -نیروی متحرک، جرم متحرک، تیر اولر: های کلیدی واژه

 r.nouri@khu.ac.ir          نویسنده مسئول* 
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 مقدمه
های مهندسی طی روی سازه های پیش ها تحت اثر بار متحرک از چالشرفتار سازه بررسی

، 9نیروی متحرک) له وجود داردئچند نگرش عمده در بررسی مس. شته بوده استچنددهه گذ

مدل بار متحرک که در این مدل از  ،(گر متحرک و سیستم متحرک ، نوسان1جرم متحرک

ها بر بررسی رفتار پل. گرددنظر می گاهی و بار عبوری صرف نیروهای اندرکنشی بین سازه تکیه

  .[1] ،[9] شودشین مشاهده میهای پیاساس این مدل در پژوهش

 تأثیرحرکت بر مسیر تغییر شکل یافته تحت  ۀمدل جرم متحرک، جرم عبوری در نتیج در

وجود آمدن نیروهای تماسی متغیر با زمان بین سازه  گیرد که سبب بههای اینرسی قرار مینیرو

بوری به شکل نقلیه ع ۀگر متحرک وسیل در مدل نوسان. دشو گاهی و جرم متحرک می تکیه

در مدل سیستم متحرک . شود سیستم تک درجه آزاد دارای نیروهای میرایی و سختی مدل می

 .شودسازی می وسیله نقلیه به شکل سیستم چند درجه آزاد مدل

 گاهی ناشی از زلزله و جرم عبوری زمان تحریک تکیه هم تأثیرها تحت بررسی رفتار سازه

بررسی . استدر این حوزه  شده د از دیگر مسائل بررسیتشدی ۀاجتناب از وقوع پدیدبرای 

زرفام و همکاران  [.3] فرایبا انجام شده است وسیلۀ بههای معلق تحت چنین شرایطی رفتار پل

گاهی  گاهی ساده تحت جرم متحرک و تحریک افقی تکیه رفتار دینامیکی تیر با شرایط تکیه[ 4]

 .کردندبررسی را زلزله 

ای انجام شده فرض تماس کامل بین جرم متحرک با سازه در استخراج هدر اکثر پژوهش

احتمال  ،اگر سرعت جرم متحرک عبوری زیاد باشد. معادلات دیفرانسیل حاکم وجود دارد

هنگام  به ،جرم متحرک زیاد سرعتازای مقادیر  به. جداشدگی موقت جرم از سازه وجود دارد

های ارتعاشی بالاتر سازه که سبب تحریک مود شودبرخورد مجدد، به سازه ضربه وارد می

 های پژوهشبرخی ها با فرض جداشدگی جرم از سطح در دینامیکی سازه رفتار بررسی .دشو می

  .[6] ،[1] لی انجام شده استو با فرای قبلی

. دکریا صفحه مدل صورت تیر  توان عرشه را به ها تحت جرم متحرک میسازی پل در مدل
 [7] واثقی و همکاران. است انجام شدهسازی  های زیادی بر حسب هر دو نوع مدلپژوهش

1. Moving force  

2. Moving mass 
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نیکخو و . اند کردهجرم متحرک را بررسی  تأثیررفتار دینامیکی صفحه میندلین تحت 

ۀ مرتبشنکو و تیر عددی را برای یافتن پاسخ دینامیکی تیر تیمو-مدلی تحلیل [8] همکاران

ارتعاش صفحات نازک [ 1] نیکخو و همکاران. اند دهکرتحت اثر جرم متحرک ارائه  9سوم

 .ه استرا بررسی کردیک مجموعه جرم متحرک  تأثیرتحت 

جواب صریح و تحلیلی  ،درگیر بودن معادلات دیفرانسیل حاکم دلیل به متحرک جرم مدل در

. دست آورد پاسخ سازه را بههای عددی کمک روش به دتوان یافت و بای برای پاسخ سازه نمی

اند که در آن تیر با  دهکرارائه  نام تحلیل المان گسسته روشی نوین به [90]مفید و همکاران 

  نیکخو و همکاران. شود پذیر مدل می های پیچشی انعطافهای صلب و فنر ای از میله مجموعه

م متحرک استفاده از روش تحلیل رگرسیون برای یافتن پاسخ تیر نازک تحت اثر جر [99]

 . اند دهکر

از  1در مدل جرم متحرک. کردهای متفاوتی وجود دارد سازی جرم متحرک نیز روی در مدل

گر  در مدل نوسان. شود نظر می نیروهای ارتجاعی و میرایی بین جرم متحرک و سازه صرف

 شود و نیروی اندرکنش بین جرم جرم عبوری با سیستمی تک درجه آزاد مدل می 3متحرک

پسترف . آید دست می گر متحرک به متحرک و سازه بر اساس نیروهای ارتجاعی و میرایی نوسان

گر متحرک  تحت اثر نوسان( فنر، تیر، صفحه)پاسخ محیط پیوسته الاستیک  [91] و همکاران

اند و از روش بسط توابع ویژه برای یافتن پاسخ دینامیکی محیط پیوسته  دهکرخطی را بررسی 

گر  مدل نوسان بااندرکنش جرم متحرک و تیر  ،[93] موسکولینو و همکاران. اند بهره جسته

. اند کرده را بررسیشکل مطلق و نسبی  گر به جایی قائم نوسان متحرک با در نظر گرفتن جابه

نقلیه بر اساس مدل  ۀها تحت اثر وسیل پاسخ دینامیکی پلپژوهشی در [ 94] هومار و همکاران

ای  صفحه)در این پژوهش عرشه پل به شکل دال . اند دهکربررسی  راگر متحرک  نوسان

گر تک درجه  شکل نوسان و وسیله نقلیه به( مستطیلی با رفتار ایزوتروپیک یا اورتوتروپیک

روش عددی مستقیمی برای یافتن پاسخ محیط  [91]  یانگ و همکاران. ده استشآزادی مدل 

سازی شده  گر متحرک مدل ک که به شکل نوسانالاستیک پارامتر پیوسته تحت اثر جرم متحر

 .اند دهکرگر متحرک را بررسی  کار گرفتند و وقوع تشدید در سازه تحت اثر نوسان است به
1. Reddy-Bickford beam              2. Moving mass             3.  Moving oscillator 
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شود تا متحرک در نظر گرفته میتری برای جرم  درجات آزادی بیش 9در مدل سیستم متحرک

های رفتار دینامیکی پل [96]لو و همکاران  مارکسیه. تری صورت گیرد سازی واقع بینانه مدل

چونگ . اند دهکرمستقیم چند دهانه را بر اساس مدل سیستم متحرک چند درجه آزادی بررسی 

رم متحرک بر نواخت تحت ج دهانه با مقطع غیریکچندهای  ارتعاش پل [97] و همکاران

 .را بررسی کردنداساس مدل سیستم متحرک چند درجه آزاد 

 
 روابط ارتعاش تیر تحت اثر بار متحرک

 مدل نیروی متحرک. الف

برنولی برای تیر و وجود نیرویی مساوی وزن جسم متحرکی به -اولرۀ کارگیری فرضی با به

که با موقعیت متغیر mجرم 0x t  بر ارتعاش تیر حاکم  ۀمعادل ،(9شکل )د شو میبر تیر وارد

 :عبارت است از

          
2 2 2

02 2 2
EI , t ρA ,x w x x w x t mg x x t

x x t


  
   

  

 
 
 

 (9)                

 وزن واحد طول تیر، A خمشی تیر، صلبیت EI که ,  w x t عادله تغییر مکان تیر،م m 

که برای تعیین موقعیت بار متحرک روی تیر  استلتای دیراک دتابع  δ جرم بار متحرک و

  .شود استفاده می

 مدل جرم متحرک. ب

 با احتساب شتاب عمودی تیر در زیر جرم متحرک، یعنی   2 2

0
d / d t ,w x t t  و

 :آیددست می ه، معادله دینامیکی جرم متحرک ب(1شکل )وجود نیروی تماسی متغیر با زمان 

             
2 2 2 2

0 02 2 2 2

d
, t , ,  

d
EI x w x A x w x t m g w x t t x x t

x x t t
 

  
    

  

   
   
   

 

(1)  

 

 

1. Moving system 
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 متحرک نیروی مدل .5شکل 

 

 

 

 

  متحرک جرم مدل .2شکل 

 
 آزاد تیر ارتعاش

 :ارتعاش آزاد عبارت است از برنولی در حالت-حاکم بر تیر اولر دینامیکی ۀمعادل
   4 2

4 2

, ,
0

w x t w x t
EI A

x t


 
 

 
 (3)                              

 :ام بتوان نوشتjدر مود ارتعاشی  کنیممیفرض 
     ,

j j
w x t x q t  (4)                                     

 :داریماد تیر معادله ارتعاش آز درگذاری  با جای 

 

   

'''' ( )
 

j j

j j

x EI q

x A q

t

t



 
   (1)                                 

 :یعنی. باشند kدیفرانسیل فوق زمانی جواب دارد که دو طرف تساوی برابر مقدار ثابت ۀمعادل
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 

 

 

 

''''

 
j j

j j

x q tEI
k

x A q t



 
    (6)                                 

2 مثبت باشد با فرض k اگر kEI

A



  داریم: 

  1 2

t t

jq t C e C e    (7)                               

 مقدار t با افزایش jq t مثبت مقادیر ازای بنابراین به .کندمی نهایت میل سمت بی بهk ها  پاسخ

 کنیم فرض می kازای مقادیر منفی برای یافتن پاسخ به. از نظر فیزیکی قابل قبول نیستند

  i t

jq t e   .داریمگذاری در معادله ارتعاش آزاد تیر  با جای: 
 

 
4

2

4

j

j

x
EI A x

x


  





 (8)                             

 گذاری با جای  x

j x e  در عبارت فوق داریم: 

4 2EI A      
1,2

3,4

 
i

 

 

 


 



    

2

4;
A

EI

 
   (1)                            

     1 2 3 4sinx x

j x C e C e C x C cos x        (90)                            

. دکراعمال  مذکور ۀشرایط مرزی تیر را در معادل دبای 4C تا 1C برای یافتن ضرایب مجهول

 :برای تیر دو سر مفصل داریم

   
   2 2

2 2

0

0 0 ;   0 ;   0 ;   0
j j

j j

x x L

x x
L

x x

 
 

 

    
      

       

         (99)  

 :داریمبا اعمال شرایط مرزی فوق 

1 2 4 30,   1C C C C                             (91)  

دست  صورت به دینای و توابع شکل مودی برای تیر دو سر مفصل ب بنابراین فرکانس زاویه

 :آیندمی

 
2

 ;   j j

EI j j x
x sin

A L L

 
 



   
    

   
                (93)  
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  5ارتعاش واداشته عرضی تیر تحت اثر نیروی متحرک
که بار  استه بار متحرک مدل نیروی متحرک ئلمیکی مسکرد بررسی دینا ترین روی ساده

در نظر گرفته  استشکل نیرویی با مقدار ثابت، که همان نیروی گرانشی وسیله نقلیه  عبوری به

ازای مقادیر جرم و سرعت  با استفاده از این مدل به تعیین پاسخ دینامیکی تیر(. 9شکل)شود  می

 .استنقلیه عبوری معتبر  ۀاندک وسیل

کار رفته در استخراج معادلات دینامیکی حاکم بر تیر در مدل نیروی متحرک  ضیات بهفر

 :عبارتند از

 .تیر قبل از ورود وسیله نقلیه تغییر شکل نداده است

 .رفتار مصالح ارتجاعی خطی است

های برشی و اثرات اینرسی دورانی تیر صرف نظر شده است که نشان  از تغییر شکل

برنولی قابل -تیر به طول دهانه تیر کوچک است و تئوری تیر اولر دهد نسبت ارتفاع می

 .استاستفاده 

نقلیه به  ۀ، در نتیجه مدل کردن وسیلاستنقلیه در مقایسه با طول تیر کم  ۀطول وسیل

 .استشکل تک محوره معتبر 

نظر  نقلیه در مقایسه با وزن وسیله نقلیه کوچک و قابل صرف ۀنیروهای اینرسی وسیل

 .هستندکردن 

در این مدل فرض می شود تیر تحت تحریک ارتعاشی ناشی از عبور باری با مقدار ثابت 

حالت ساده تیر دو سر مفصل بررسی و . تواند متفاوت باشد شرایط مرزی تیر می. قرار می گیرد

ورت ص دینمدل نیروی متحرک ب تیر در دینامیکی حاکم بر ۀمعادل .دشو می معادلات آن استخراج

 :است
   

 
4 2

4 2

, ,
ρA ,

w x t w x t
EI p x t

x t

 
 

 
                      (94)  

 وزن واحد طول تیر، A صلبیت خمشی تیر، EI که ,w x t  ،معادله تغییر مکان تیر

و ,p x t اگر بارگذاری خارجی . استاه خارجی روی تیر خو معادله بارگذاری دینامیکی دل 

1. Moving force 
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را ناشی از وزن وسیله نقلیه عبوری در نظر بگیریم معادله دینامیکی حاکم در مدل نیروی 

 :شکل خواهد بود دینمتحرک ب
   

 
4 2

4 2

, ,w x t w x t
EI A mg x vt

x t
 

 
   

 
                             (91)  

دن موقعیت نیروی متحرک در هر لحظه از کرو برای مشخص  استتابع دلتای دیراک   که

 .که ثابت فرض شده است استنقلیه عبوری  ۀسرعت وسیل vرود و کار می زمان به

معادلات دینامیکی   دلیل درگیر نبودن یافتن پاسخ دینامیکی تیر در مدل نیروی متحرک، به

سازی مانند روش المان  های گسسته توان از روش می. استپذیر  شکل تحلیلی امکان به حاصل،

ای با مختصات تعمیم  را به معادله مذکور ۀد و معادلکرمحدود یا روش افراز مودی استفاده 

  9در این بررسی با استفاده از روش بسط توابع ویژه متعامد یکه. دکریافته در حوزه زمان تبدیل 

اگر فرض کنیم پاسخ ارتعاشی تیر در . ازی معادلات دینامیکی حاکم انجام شده استس گسسته

 شکل ام را بتوان بهjمود     , j jw x t x q t ( 91)گذاری در معادله  نوشت، با جای

 :داریم
         ''''

j j j jEI x q t A x q t mg x vt                        (96)  

با ضرب . استمشتق نسبت به زمان ).(  و x مشتق نسبت به مختصه (') ویسن که بالا

در( 96) طرفین رابطه i x گیری در کل طول تیر خواهیم داشت انتگرال و: 

               ''''

0 0 0

L L L

j j i j j i iEIq t A x x dx Aq t x x dx mg x vt x dx            

     (97)  

 :ع دلتای دیراک داریمکارگیری خاصیت تاب با به

     
0

L

i ix vt x dx vt                                   (98)  

 توابع شکل x متعامد یکه باشند، یعنی دبای: 

   
0

1     ;   
, 

0     ;  

L

i j ij ij

i j
A x x dx

i j
    


  


                                 (91)  

1. Eigenfunction expansion method 
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گذاری  جای( 96معادله )را در معادله ارتعاش دینامیکی تحت نیروی متحرک ( 8)له اگر معاد

 :کنیم خواهیم داشت

   

 

''''

2 0

2

0

 

L

j i

j L

j

x x dxEI

A x dx

 


 


  





                               (10)  

 :شود ام به شکل زیر تبدیل میj حرکت در مود ۀو معادل

   
 

 

2

2

0

j

j j j L

j

mg vt
q t q t

A x dx




 


 

  
                             (19)  

و تا زمانی که  استام در مختصات تعمیم یافته jحرکت مود ارتعاشی ۀمعادل( 19) ۀمعادل

 نیروی متحرک در محدوده تیر قرار دارد 0 vt L   پس از خروج نیروی . استمعتبر

بنابراین پاسخ . با شرایط ارتعاش آزاد به نوسان ادامه خواهد دادمتحرک از محدوده تیر، تیر 

 :استصورت  دینارتعاشی کلی تیر ب

   
1

, ,   j

j

j x
w x t q t sin x vt

L





 
  

 
                             (11)  

 jq t شود  ارتعاش در مختصات تعمیم یافته حاصل می ۀنیز از حل معادل: 

     2 2
sin ;   j j j j j

mg j v
q t q t t

AL L


  




                    (13)  

در  متحرک نیروی از ناشی بسامد تحریک jام وj ای طبیعی تیر در مود بسامد زاویه j که

 سکون اولیه شرایط رضف با فوق دیفرانسیل معادله پاسخ .است امjمود   0 0 0j jq q  

 :عبارت است از

     2 2

2 1
sin sin ;     1

1
j j j j j

j j

mg
q t t t

AL
   

  

 
        

  

 
   

2

sin  cos2
;   1

2

j j j

j j

j

t t tmg
q t

AL

  


 

 
  

  

                         (14)  

j

j

j





                                                                                          (11)  
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مشخص است که نیروی متحرک یک نوسان هارمونیک در طول تیر ایجاد ( 13) ۀاز معادل

 :چنین اگر داشته باشیم هم. کند می

  ,  1,2,j

j v
j

L


     

نیروی متحرک رفتاری مشابه ارتعاش هارمونیک خواهد داشت که فرکانس تحریک آن برابر با 

در این حالت نیروی متحرک تیر را در شرایط تشدید  ،استیکی از فرکانس های طبیعی تیر 

 .دهد قرار می

1 برابر است با در مدل نیروی متحرک ترین سرعت برای ایجاد تشدید کم

cr

L
v




  که

 .شود سرعت بحرانی نامیده می

 5واداشته عرضی تیر تحت اثر جرم متحرک ارتعاش
نقلیه با فرض کوچک بودن مقدار  ۀاینرسی وسیلنیروی متحرک از اثرات نیروی  مدلدر 

نقلیه بر مسیر تغییر شکل یافته تیر  ۀحرکت وسیل. دشنظر  نقلیه صرف ۀآن در برابر وزن وسیل

این نیروی اینرسی تولید نیروی (. 1شکل )شود  نقلیه می ۀسبب ایجاد نیروی اینرسی در وسیل

ارد بر تیر در هر لحظه از زمان دیگر برابر د و نیروی وکن نقلیه و تیر می ۀاندرکنش بین وسیل

 مانندعواملی  تأثیرنقلیه تحت  ۀمقدار نیروی اینرسی وسیل. مقدار ثابت وزن وسیله نخواهد بود

نقلیه، جرم کم تیر، سختی زیاد  ۀپذیری تیر، جرم زیاد وسیل نقلیه، انعطاف ۀوسیل زیادسرعت 

 .[9]ل تیر قرار دارد طو در ها نقلیه و ناهمواری ۀسیستم تعلیق وسیل

نقلیه که از تغییر  ۀوسیلدر مدل جرم متحرک با احتساب نیروی ناشی از شتاب عمودی 

آید، نیروی وارد بر تیر در طول زمان دیگر مقدار ثابتی نداشته و در هر  وجود می مکان تیر به

معادله دینامیکی حاکم بر تیر در این حالت عبارت است . لحظه از زمان مقدار آن متغیر است

 :از

      
  

24 2
0

04 2 2

d ,, ,
ρA 

d

w x t tw x t w x t
EI m g x x t

x t t


  
     

    

 (16)  

 

1. Moving mass 
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 با بسط دادن عبارت
  2

0

2

d ,

d

w x t t

t
 و با فرض سرعت ثابتای  اعده زنجیرهکمک ق به 

 0dx t
v

dt
 خواهیم داشت: 

    

 

 

 

 

 0 0 0

2 2 2 2
0 2

2 2 2

d , , , ,
2

d
x x t x x t x x t

w x t t w x t w x t w x t
v v

t t x t x
  

       
       

        

 (17)  

ترتیب  نقلیه در مدل جرم متحرک به ۀاجزای نیرویی اضافه شده به نیروی اندرکنش تیر و وسیل

 :عبارتند از

 

 0

2

2

,

x x t

w x t
m

t


 
 

 
ر راستای تغییر شکل تیر به آن نیروی اینرسی جرم متحرک که د 

 .شود وارد می

 

 0

2 ,
2

x x t

w x t
mv

x t


 
 

  
 .نیروی کوریولیس ناشی از آهنگ تغییرات زمانی شیب تیر 

 

 0

2

2

2

,

x x t

w x t
mv

x


 
 

 
 .نیروی گریز از مرکز وارد به جرم متحرک ناشی از انحنای تیر 

. کنیم متحرک را تعیین می کمک روش بسط توابع ویژه، پاسخ دینامیکی تیر تحت جرم به

 ام بتوان نوشتjکنیم در مود ارتعاشی  یعنی فرض می     , j jw x t x q t . با

  :خواهیم داشت( 16) ۀگذاری در معادل جای

                
4 2 2

0 04 2 2

d

d
j j j j j j

EI q t x A q t x m g q t x x x
x t t

    
 

       
 

 
 
   

 (18)  

 :م داشتگیری خواهی و مشتق مذکوردر رابطه ( 8) ۀگذاری رابط با جای
       2

j j j j jA q t x Aq t x        

     
 

 
 

 
0 0

2

2

0 02
2

j j

j j j

x x x x

j

x x
m g q t x vq t v q t x x

x x

 
 

 

 
     

 

   
   
      

 (11) 
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 در( 11) ۀبا ضرب طرفین رابط i x گیری در طول تیر، با در نظرگرفتن ویژگی  و انتگرال

 متعامد یکه بودن  مودها یعنی   
0

L

i j ijA x x    داریم: 
           

 
 

   
 

 
0 0

2

0 0 0

2

2

0 0 2
2

j ij j ij j i i j j

j j

i j i j

x x x x

q t q t mg x m x x q t

x x
mv x q t mv x q t

x x

     

 
 

 

    

   
    

     

  

(30)  

 : با تعریف عبارات زیر

ij n n



   M     2  j ij n n

 


   K      0 1i n
mg x


   F   

   0 0i j n n
m x x 


   L

M     
 

0

02
j

i

x x
n n

x
mv x

x







  
   

   
L

C     

  
 

0

2

2

0 2

j

i

x x
n n

x
mv x

x







  
       

LK    
1
 j n

q t


   T           (39)   

مود ارتعاش برای تیر، معادله دینامیکی حاکم بر تیر تحت اثر جرم متحرک  nنظر گرفتن و در 

 :آید شکل درمی دینب

     M + M T + C + C T + K + K T = F
L L L

 (31 )                    

: جا که تیر بدون میرایی فرض شده است داریم از آن 0
n n

C  

. استماتریس سختی تیر  Kماتریس میرایی و Cماتریس جرم تیر، Mمذکور ابطرودر 

L هایماتریس
K، LC وLM روی اندرکنش میان تیر و جرم متحرک ناشی نی ۀاز بسط رابط

گذاری  شوند به شکل فوق نامضرب میTوT،T هایترتیب در ماتریس شوند و چون بهمی

 .دست آید بهای اند تا فرم ماتریسی معادله حرکت به شکل ساده شده

علاوه  به. هستند 9مدل جرم متحرک معادلات ارتعاش تیر در مودهای متوالی درگیردر 

توان پاسخ دینامیکی تیر را به  های جرم، سختی و میرایی متغیر زمان هستند و نمی ماتریس

 از  دبرای حل معادله دیفرانسیل حاکم بر تیر در این حالت بای. دکرشکل تحلیلی و صریح بیان 

1. coupled 
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های  مانند روش شتاب ثابت، روش شتاب خطی، روش نیومارک یا روش 9های عددی روش

های زمانی کوچک برای  های جرم،سختی و میرایی در بازه دیگر با ثابت فرض کردن ماتریس

 .دکرحل دستگاه معادلات استفاده 

 
 سازی و نتایج مدل

ار متحرک بررسی در این بخش پاسخ دینامیکی تیری با مشخصات معلوم در اثر عبور ب

پاسخ دینامیکی تیر با هر دو مدل نیروی متحرک و جرم متحرک، بررسی و اثر جرم . شده است

چنین اهمیت اینرسی جرم  هم. شده است بررسیو سرعت جرم متحرک بر پاسخ دینامیکی تیر، 

دل متحرک و تعداد مودهای ارتعاشی لازم برای تعیین پاسخ تیر با دقت قابل قبول، در هردو م

 .شودمی بررسی

 :شرح است دینحل شده ب ۀلئمشخصات مس
7 220   ,   18.8 ,   1.4 10  

t
L m A EI kNm

m
     

نقلیه به شکل ضریبی ۀ، سرعت وسیلپارامتریکهای  پژوهشسازی برای ساده    از

سرعت مبنا u 1 صورت شود که سرعت مبنا بهدر نظر گرفته می/u L T دشو می تعریف. 

1T پریود مود اول ارتعاشی تیر وL  صورت  نقلیه به ۀچنین جرم وسیل هم. استطول تیر

 ضریبی  از جرم کل تیر( )AL دشومی در محاسبات وارد.  

طور جداگانه تحت اثر جرم متحرک و بار متحرک قرار گرفته شود تیر بهابتدا فرض می

 6تا  3های های شکلدر نمودار. شودباشد و فقط سه مود اول ارتعاش تیر در نظر گرفته می

تیر در حالت  ۀنمایی دینامیکی که نسبت قدرمطلق تغییر مکان حداکثر وسط دهان ضریب بزرگ

یکی به حالت استاتیکی است، بر حسب مقادیر مختلف سرعت و جرم بار متحرک، بر دینام

 . اساس دو مدل نیروی متحرک و جرم متحرک رسم شده است

ازای جرم مشخص بار متحرک با افزایش  به شودمشاهده می 6تا  3های با بررسی نمودار

وی متحرک از نیروهای در مدل نیر. یابدنمایی دینامیکی افزایش می سرعت، ضریب بزرگ

 ازای مقادیر جرم  د بهشو مشاهده می 3که از شکل  چنان. دشو اینرسی بار متحرک صرف نظر می
1. Time integration 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
86

83
7.

13
95

.1
0.

5.
7.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

29
 ]

 

                            13 / 21

https://dorl.net/dor/20.1001.1.22286837.1395.10.5.7.5
https://system.khu.ac.ir/jeg/article-1-2599-en.html


 خیزی البرز دومین همایش لرزهنامه  شناسی مهندسی، ویژه نشریه زمین                                                  511

نمایی دینامیکی حاصل از دو مدل نیروی متحرک و جرم  کم، اختلاف بین ضریب بزرگ

. است سی جرم متحرکگیر نیست که دلیل آن کوچک بودن مقادیر نیروی اینر متحرک، چشم

نمایی حاصل از دو مدل، قابل توجه  اما با افزایش جرم بار متحرک، اختلاف میان ضریب بزرگ

ازای  نمایی دینامیکی به دقیق ضریب بزرگ ۀو کاستی مدل نیروی متحرک در محاسب شودمی

ز مدل نمایی حاصل ا گردد ضریب بزرگچنین مشاهده می هم. دشومقادیر بالای جرم آشکار می

نظر از نیروهای اینرسی بار متحرک، به تغییرات جرم حساسیت  صرف دلیل نیروی متحرک، به

 . دشونداشته و فقط تغییر سرعت سبب افزایش تغییر مکان وسط دهانه تیر، در این مدل می

دست آوردن پاسخ دینامیکی تیر، تیر با مشخصات  هبرای بررسی تعداد مودهای کافی برای ب

)ارامتر سرعت و پ مذکور 0.45)  ترتیب با در نظر  ازای مقادیر نسبت جرمی مختلف به  به

مشخص  7از شکل . دشگرفتن یک مود ارتعاشی، سه مود ارتعاشی و پنج مود ارتعاشی تحلیل 

نمایی دینامیکی برای مدل  د با افزایش تعداد مودها از یک به سه مقدار ضریب بزرگشومی

 .کنددرصد تغییر می 9/9درصد و برای مدل جرم متحرک حدود  8/0متحرک حدود  نیروی

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

)تغییر شکل نرمال شده تیر .1شکل  )nw ازای نسبت  تحت اثر نیروی متحرک و جرم متحرک به
)جرمی  0.01)  
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1
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) یرتغییر شکل نرمال شده ت .4شکل  )nw ازای نسبت  تحت اثر نیروی متحرک و جرم متحرک به

γ)جرمی 0.05)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)تغییر شکل نرمال شده تیر  .1شکل  )nw ازای نسبت  و جرم متحرک به تحت اثر نیروی متحرک
γ)جرمی  0.1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)تغییر شکل نرمال شده تیر  .1 شکل )nwازای نسبت  و جرم متحرک به تحت اثر نیروی متحرک
γ)جرمی  0.15) 
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)جرمی نمایی دینامیکی در برابر نسبت ضریب بزرگ .1شکل  )ن یک مود ازای در نظر گرفت به
 ارتعاشی، سه مود ارتعاشی و پنج مود ارتعاشی برای تیر

نمایی دینامیکی برای  های ارتعاشی تیر از سه به پنج، ضریب بزرگبا افزایش تعداد مود

درصد تغییر  9/0درصد و برای مدل جرم متحرک حدود  1/0مدل نیروی متحرک حدود 

چندانی بر  تأثیرلاش محاسباتی را افزایش داده و بنابراین افزایش تعداد مودها به پنج، ت. کند می

کارگیری سه مود ارتعاشی برای یافتن پاسخ دینامیکی تیر، بدون از  به. پاسخ دینامیکی تیر ندارد

γازای نسبت جرمی نهایت به در .رسدنظر می دست دادن دقت محاسباتی کافی به 0.1 

)نرمال شده وسط دهانه تیرزمانی تغییر مکان  ۀتاریخچ )nw های سرعتبرای نسبت 

α 0.05، α 0.15، α 0.25 و α 0.4 نمایش  99تا  8های ترتیب در شکل به

 .داده شده است

بخش اول مربوط به زمانی است که بار . و بخش تشکیل شده استپاسخ دینامیکی تیر از د

0)متحرک در محدوده تیر قرار دارد α )ut L   و در تیر ایجاد ارتعاش واداشته عرضی

تیر خارج شده است و تیر  ۀبخش دوم مربوط به زمانی است که بار متحرک از محدود. دکنمی

تیر، با  ۀآمده ناشی از عبور بار متحرک پس از خروج از محدودوجود  دلیل شرایط اولیه به به

تواند به شکل که بار متحرک می شودمجدد یادآوری می. کندشرایط ارتعاش آزاد نوسان می

 کمازای سرعت  مشخص است به 8از نمودار شکل .دشونیروی متحرک یا جرم متحرک مدل 
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αبار متحرک  0.05 دست آمده از دو مدل نیروی متحرک و جرم  ینامیکی تیر بهپاسخ د

 .دیگر منطبق هستند متحرک بر یک

پاسخ  (γ)د با افزایش جرم بار عبوریشومشاهده می 99تا  1های از بررسی نمودار شکل

خ دینامیکی چنین با افزایش نسبت فوق، اختلاف میان پاس هم. یابددینامیکی تیر افزایش می

دست آمده از مدل جرم متحرک  دست آمده از مدل نیروی متحرک با پاسخ دینامیکی به به

ازای یک نسبت جرمی مشخص، با افزایش  د بهشوچنین مشاهده می هم .شودگیر می چشم

 .یابدسرعت بار متحرک، پاسخ دینامیکی تیر افزایش می

 
 

 
 
 
 
 
 
 

ازای پارامتر  ی وسط دهانه به تغییر مکان استاتیکی نظیر بهتاریخچه تغییر مکان دینامیک .1شکل 
0.05سرعت   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ازای پارامتر  تغییر مکان دینامیکی وسط دهانه به تغییر مکان استاتیکی نظیر به ۀتاریخچ .1شکل 
0.15سرعت   
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ازای پارامتر سرعت  مکان وسط دهانه به تغییر مکان استاتیکی نظیر بهتاریخچه تغییر  .51شکل 
0.2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

اتیکی نظیر به ازای پارامتر تاریخچه تغییر مکان دینامیکی وسط دهانه به تغییر مکان است. 55شکل 
0.4سرعت   

 

 گیری نتیجه
در مدل کردن بار متحرک . است شدهدینامیکی بار متحرک بررسی له ئدر این مقاله مس

ثابت متحرک یا جرم  ینیروی شکل توان بار متحرک را به کردهای متفاوتی وجود دارد، می روی

در مدل نیروی متحرک از اثرات نیروی اینرسی بار متحرک صرف نظر . متحرک در نظر گرفت

برخی . شوند در معادلات دینامیکی حاکم وارد می شود، اما در مدل جرم متحرک این نیروهامی

نقلیه،  ۀوسیل زیادگذار هستند عبارتند از سرعت تأثیراین نیروی اینرسی  ۀاز عواملی که بر انداز

پل، سختی زیاد سیستم تعلیق  ۀنقلیه، جرم کم عرش ۀپذیری عرشه پل، جرم زیاد وسیل انعطاف
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دلیل درگیر نبودن  در مدل نیروی متحرک به. نقلیه و ناهمواری زیاد در سطح مسیر ۀوسیل

د، اما در کرصورت تحلیلی محاسبه  توان پاسخ دینامیکی تیر را به معادلات دینامیکی حاکم می

های عددی برای حل از روش دو بای استدیگر درگیر  مدل جرم متحرک معادلات حاکم با یک

  .دکرمعادلات حاکم و یافتن پاسخ دینامیکی تیر استفاده 

کارگیری دو مدل نیروی متحرک و جرم متحرک پاسخ دینامیکی یک تیر  در این مقاله با به 

 ۀازای مقادیر مختلف سرعت و جرم وسیل های ساده تحت اثر بار متحرک بهدارای تکیه گاه

نظر کردن از نیروهای اینرسی  در مدل نیروی متحرک با توجه به صرف. دشنقلیه محاسبه 

اما افزایش  نیستگیر  افزایش جرم وسیله بر پاسخ دینامیکی تیر چندان چشم رتأثینقلیه  ۀوسیل

 کمهای  در مدل جرم متحرک در سرعت. شود جایی تیر می هسرعت وسیله سبب افزایش جاب

اما در  نیستافزایش جرم وسیله بر پاسخ دینامیکی تیر چندان زیاد  تأثیرنقلیه  ۀوسیل

دهد که دلیل  گیری افزایش می پاسخ تیر را به شکل چشم ، افزایش جرم وسیلهزیادهای  سرعت

 .استنقلیه از جرم و سرعت  ۀثر بودن مقدار نیروهای اندرکنشی تیر و وسیلأآن مت

 
 عنابم

1. Olsson M., "On the fundamental moving load problem", Journal of Sound 

and Vibration, Vol. 145 (1991) 299-307. 

 2. Yang Y.B., Yau J.D., Wu Y.S., "Vehicle-Bridge Interaction Dynamics", 

World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd (2004). 

3. Frýba L., Yau J.D., "Suspended bridges subjected to moving load and 

support motions due to earthquake",  Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 319, No. 1-2 (2009) 218-227. 

4. Zarfam R., Khaloo A.R., Nikkhoo A., "On the response spectrum of 

Euler-Bernoulli beam with a moving mass and horizontal support 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
86

83
7.

13
95

.1
0.

5.
7.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

29
 ]

 

                            19 / 21

https://dorl.net/dor/20.1001.1.22286837.1395.10.5.7.5
https://system.khu.ac.ir/jeg/article-1-2599-en.html


 خیزی البرز دومین همایش لرزهنامه  شناسی مهندسی، ویژه نشریه زمین                                                  514

excitation ", Journal of Mechanics Research Communication, Vol. 47 

(2012) 77-83. 

5. Frýba L., "Impacts of two-axle system traversing a beam", International 

Journal of Solids and Structures, Vol. 2 (1968) 1107-1123. 

6. Lee U., "Separation Between the flexible structures and the moving mass 

sliding on it", Journal of Sound and Vibration, Vol. 209, No. 5 (1998) 

867-877. 

7. Vaseghi Amiri, J., Nikkhoo A., Davoodi M.R., Ebrahimzadeh 

Hassanabadi M., "Vibration analysis of a Mindlin elastic plate under a 

moving mass excitation by eigenfunction expansion method", Thin-

Walled Structures, Vol. 62 (2013) 53-64. 

8. Nikkhoo A., Farazandeh A., Ebrahimzadeh Hassanabadi M., "On the 

computation of moving mass/beam interaction utilizing a semi-analytical 

method", Journal of the Brazilian Society of Mechanical Sciences and 

Engineering, DOI: 10.1007/s40430-014-0277-1 (2014). 

9. Nikkhoo A., Ebrahimzadeh Hassanabadi M., Eftekhar Azam S., Vaseghi 

Amiri J., "Vibration of a thin rectangular plate subjected to series of 

moving inertial loads", Mechanics Research Communications, Vol. 55 

(2014) 105-113. 

10. Yavari A., Nouri M., Mofid M., "Discrete element analysis of dynamic 

response of Timoshenko beams under moving mass", Journal of 

Advances in Engineering Software, Vol. 33 (2002) 143-153. 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
86

83
7.

13
95

.1
0.

5.
7.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

29
 ]

 

                            20 / 21

https://dorl.net/dor/20.1001.1.22286837.1395.10.5.7.5
https://system.khu.ac.ir/jeg/article-1-2599-en.html


 511                                                           بررسی رفتار دینامیکی پل ها تحت اثر بار متحرک

11. Nikkhoo A., Farazandeh A., Ebrahimzadeh Hassanabadi M., Mariani S., 

"Simplified modeling of beam vibrations induced by a moving mass by 

regression analysis", Acta Mechanica, Vol. 226, No. 7 (2015) 2147-2157. 

12. Pesterev A.V., Bergman L.A., "Response of elastic continuum carrying 

moving linear oscillator", ASCE Journal of Engineering Mechanics, Vol. 

123 (1997) 878-884. 

13. Muscolino G., Palmeri A., Sofi A., "Absolute versus relative 

formulations of the moving oscillator", International Journal of Solids 

and Structures, Vol. 46 (2009) 1085-1094. 

 14. Humar J.L., Kashif A.F., "Dynamic response analysis of slab-type 

bridges", Journal of Structural Engineering, Vol. 121 (1995) 48-62. 

15. Yang B., Tan C.A., Bergman L.A.,  "Direct numerical procedure for 

solution of moving oscillator problem", ASCE Journal of Engineering 

Mechanics, Vol. 126 (2000) 462-469. 

 16. Marchesiello S., Fasana A., Garibaldi L., Piombo B.A.D., "Dynamics of 

multi-span continuous straight bridges subject to multi-degrees of 

freedom moving vehicle excitation", Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 224 (1999) 541-561. 

 17. Cheung Y.K., Au F.T.K., Zheng D.Y., Cheng Y.S., "Vibration of multi-

span non-uniform bridges under moving vehicles and trains using 

modified beam vibration functions", Journal of Sound and Vibration, Vol. 

228 (1999) 611-628. 

 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
86

83
7.

13
95

.1
0.

5.
7.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 s

ys
te

m
.k

hu
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

29
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            21 / 21

https://dorl.net/dor/20.1001.1.22286837.1395.10.5.7.5
https://system.khu.ac.ir/jeg/article-1-2599-en.html
http://www.tcpdf.org

